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АНИЗОТРОПНЫЕ ТВЕРДЫЕ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНОВОДЫ 
Объект и цель научной работы. В статье изучается поведение анизотропных упругих тел цилиндрической 
формы (ортотропной оболочки и трансверсально-изотропного стержня). Цель – нахождение фазовых скоростей упру-
гих волн в этих телах с помощью приближений тонких оболочек и строгого подхода на основе динамической теории 
упругости с использованием потенциалов «типа Дебая». В предыдущих исследованиях анизотропных структур ис-
пользовались анизотропные среды или анизотропные полупространства. 
Материалы и методы. В работе используются как приближенный метод тонких оболочек, так и строгий подход 
на основе динамической теории упругости и потенциалов «типа Дебая». 
Основные результаты. Получены уравнения для нахождения фазовых скоростей упругих волн в анизотропных 
телах цилиндрической формы. Вычислены фазовые скорости продольных и изгибных волн в анизотропном цилиндри-
ческом стержне. 
Заключение. В результате проведенных исследований удалось найти соотношения для вычисления фазовых ско-
ростей упругих волн в ортотропной оболочке и трансверсально-изотропном стержне. 
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ANISOTROPIC SOLID CYLINDRICAL WAVEGUIDES 
Object and purpose of research. The article studies the behavior of anisotropic elastic bodies of cylindrical shape 
(orthotropic shell and transversely isotropic rod). The intention is to find the phase velocities of elastic waves in these bodies 
using thin shell approximations and a rigorous approach based on the dynamic theory of elasticity using "Debye type" poten-
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Плоский жидкий волновод с анизотропным (транс-
версально-изотропным) дном подробно исследован 
в [1]. А в этой статье мы сосредоточимся на изуче-
нии твердых анизотропных волноводов цилиндри-
ческой формы. 

Подобные изотропные цилиндрические волно-
воды (сплошные и оболочечные) достаточно хоро-
шо исследованы, но в прикладных задачах часто 
приходится иметь дело с анизотропными цилин-
дрическими телами, поэтому изучение фазовых 
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2022; 3(401): 139–144 (in Russian). 

 139 



Труды Крыловского государственного научного центра. Т. 3, № 401. 2022 
Transactions of the Krylov State Research Centre. Vol. 3, no. 401. 2022 

скоростей упругих волн в подобных структурах 
является актуальным. 

Рассмотрим бесконечную ортотропную тонкую 
цилиндрическую оболочку, у которой ось Z, вдоль 
которой бежит упругая волна, направлена вдоль 
третьей оси симметрии второго порядка. 

Материал, из которого изготовлена оболочка, ха-
рактеризуется девятью упругими модулями: A11, A12, 
A13, A22, A23, A33, A44, A55, A66. Обобщенный закон Гука 
для ортотропного тела записывается в форме [2, 3]: 
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где σr, σφ, σz, τφz, τrz, τrφ – компоненты тензора 
напряжений, εr, εφ, εz, γrz, γφz, γrφ – компоненты де-
формации, которые, в свою очередь, равны [3]: 
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Уравнения динамического равновесия в круговой 
цилиндрической системе координат (при гармониче-
ской зависимости от времени exp(iωt) имеют вид [3]: 
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Компоненты вектора смещения ( , , )r zU U U Uϕ


  
в бегущей вдоль оси Z упругой волне запишем  
в виде следующих разложений [3]: 
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где k – искомое волновое число упругой волны. 
Подставляя (4) в (5), получим уравнения дина-

мического равновесия в перемещениях [3]: 
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Если теперь компоненты вектора смещения  
U


(Ur, Uφ, Uz) заменить их разложениями (5) и под-
ставить (5) в (6)–(8), то для радиальных функ- 
ций Um (r), Vm (r), Wm (r) получим следующие 
уравнения [3]: 
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К уравнениям (9)–(11) добавляются граничные 
условия об отсутствии напряжений σr, τrφ, τrz, на 
внешней (r = a) и внутренней (r = b) поверхностях 
оболочки [3]: 
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Для тонких оболочек целесообразно исполь- 
зовать разложения по степеням ξ = z/R0, где 
R0 = (a + b)/2 – средний радиус, а z = r – R0 – коорди-
ната, отсчитываемая от средней поверхности [2–4]: 
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Разложения (15) подставим в граничные усло-
вия (12)–(14), в результате получим 6 уравнений 
относительно 3(N1 + 1) неизвестных коэффициен-
тов xn, yn, zn [3]: 
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Остальные уравнения можно получить, подста-
вив разложения (15) в уравнения (9)–(11) и прирав-
няв коэффициенты при одинаковых степенях ξ [3]: 
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Необходимо использовать 3(N1 + 1) – 6 уравне-
ний (22)–(24), при этом для n = 0 и n = 1 коэффици-
енты с отрицательными индексами следует считать 
равными нулю. Тогда совместно с уравнениями 
(16)–(21) образуется однородная система 3(N1 + 1) 
уравнений относительно коэффициентов xn, yn, zn. 
Приравнивая определитель (порядка 3N1 + 3) этой 
системы к нулю, что обеспечивает ее нетривиаль-
ное решение, и раскрывая его, мы получим харак-
теристическое уравнение для отыскания волновых 
чисел k упругих волн моды m в ортотропной ци-
линдрической оболочке. 

Фазовые скорости упругих волн в трансвер-
сально-изотропном упругом стержне изучены в ра- 
боте [5]. Автор использовал представление вектора 
смещения ,u  предложенное еще В.Т. Бухвальдом  
в [6] при изучении волн Рэлея в трансверсально-
изотропной полубезграничной среде. 

Это представление отличается от традиционно-
го появлением дополнительного слагаемого: 

grad rot grad ,U AΦ Ψ  




 (25) 
при этом grad Ф имеет компоненты только на r и φ, 
а grad Ψ – только на z, векторный потенциал A



 
имеет только одну отличную от нуля компоненту Az: 
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С учетом сказанного компоненты вектора сме-

щения U


 принимают вид в круговой цилиндриче-
ской системе координат [5]: 
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Тогда уравнения динамического равновесия 
принимают вид [5]: 

2 2 2

11 442 2 2 2
1 1д д д дA A
r д rд r r д д z

Φ Φ Φ Φ
ϕ

 
     
 

 

2 2

13 44 12 2( ) ;д дA A
д z дt

Ψ Φρ    (29) 

2 2

13 44 2 2 2
1 1( ) д д дA A
r д rд r r д

Φ Φ Φ
ϕ

 
     
 

 

2 2 2 2

44 33 12 2 2 2 2
1 1 ;д д д д дA A
r д rд r r д д z дt

Ψ Ψ ψ Ψ Ψρ
ϕ

 
      
 

 (30) 

2 2

11 12 2 2 2
1 1 1( )
2

z z zд A д A д AA A
r д rд r r дϕ

 
     
 

 

2 2

44 12 2 ;z zд A д AA
д z дt

ρ   (31) 

где ρ1 – плотность материала стержня. 
Уравнение (31) для Az отделилось, а уравнения 

(29) и (30), содержащие потенциалы Φ и Ψ, оказа-
лись связанными. В окончательном виде разложе-
ния для потенциалов Φ, Ψ и Az по цилиндрическим 
функциям (при гармонической зависимости от вре-
мени) принимают вид [5]: 
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где k – волновое число упругой волны в стержне; 
Bm, Cm и Dm – неизвестные коэффициенты разло-
жений. 
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Фазовые скорости продольных и изгибных волн 
представлены на рис. 1 и 2 соответственно. Эти 
значения пронормированы скоростью 

в 1 ,ac E ρ  

где 2
33 13 11 122 / ( ).aE A A A A    

Из последних по времени исследований уп- 
ругих волн следует отметить работы [7, 8]. Автор 
статьи [7] рассмотрел напряженно-деформирован- 
ное состояние упругой неограниченной пластины  
в процессе распространения фундаментальной мо-
ды симметричной волны Лэмба. Авторы работы [8] 
построили математическую модель динамики гео-
метрически нелинейных (гибких) микрополярных 
упругих тонких пластин в декартовых и криволи-
нейных координатах. 

В результате выполненных исследований, опи-
санных в статье, удалось получить соотношения 
для вычисления фазовых скоростей упругих волн  
в ортотропной цилиндрической оболочке и транс-
версально-цилиндрическом стержне. В последнем 
случае были вычислены фазовые скорости про-
дольных и изгибных волн. 
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в трансверсально-изотропном стержне 
Fig. 2. Phase velocities of bending waves  
in a transversely isotropic rod 
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