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ИНДУКТИВНОСТИ И ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ СИЛЫ  
В СОЛЕНОИДАХ НАГРУЗОЧНЫХ УСТРОЙСТВ  
ДЛЯ ИСПЫТАНИЯ ГЕНЕРАТОРНЫХ АГРЕГАТОВ 
Объект и цель научной работы. Объектом исследования являются соленоиды нагрузочных устройств. 
Цели – определение индуктивностей и электродинамических сил взаимодействия между коаксиальными соленоидами 
при внутреннем, внешнем и промежуточном расположении; нахождение сжимающих сил. 
Материалы и методы. Методы теоретической электротехники. 
Основные результаты. Получены выражения для коэффициентов взаимной индукции и электродинамиче-
ских сил взаимодействия в виде хорошо сходящихся рядов, пригодных для непосредственного практического 
применения. 
Заключение. Представленная статья отражает ряд новых результатов, полученных для взаимных индуктивностей 
и электродинамических сил в общем случае коаксиального расположения многовитковых соленоидов. 
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В статье рассматриваются современные нагрузочные 
устройства, предназначенные для проверки, наладки 
и настройки, а также для проведения сдаточных ис-
пытаний автономных источников переменного тока 
промышленной и повышенной частоты. 

В настоящее время распространение получили 
нагрузочные устройства, у которых в качестве эле-
ментов нагрузки используются соосные соленоиды. 
Их конструкции должны быть стойкими к электро-
динамическим воздействиям, уровень которых мо-
жет достигать значительных величин. 

Нагрузочные устройства, как правило, выполне-
ны в виде бака с размещенными внутри соленоидами 
по три на ступень для трехфазного исполнения  
и прикрепленным к нему распределительным щитом 
с коммутирующими устройствами. К распредели-
тельному щиту подключается и проверяемая уста-
новка. Проверка и наладка генератора обычно вы-
полняются при нагрузках 25, 50, 75 и 100 % номи-
нальной мощности устройства при коэффициенте 
мощности на уровне 0,8 с отклонением ±5 %. 

Ступени нагрузочных устройств для реализации 
коэффициента мощности на уровне 0,8 должны обла-
дать значительной индуктивностью, которая достига-
ется применением коаксиальных многовитковых 
соленоидов, плотно намотанных на диэлектриче-
ский каркас. Материал проводников может обладать 
различным удельным сопротивлением для реализа-
ции требования по активной нагрузке. Нагрузочные 
устройства мощностью несколько сот киловатт и вы-
ше выполняются с принудительным охлаждением. 
Соленоиды закрепляются в баках с охлаждающей 
жидкостью, как правило, проточной пресной водой. 

Следует отметить, что соосные взаимодейству-
ющие соленоиды с возможностью перемещения для 
практических приложений иного рода, в частности, 
для обеспечения бесконтактной зарядки и для уско-
ренного движения одних относительно других, из-

вестны и даны в работах, приведенных выборочно 
в библиографическом списке [9–12]. 

Электродинамические силы, действующие на 
соленоиды, могут определяться дифференцирова-
нием по соответствующим обобщенным координа-
там выражений для собственных и взаимных ин-
дуктивностей. Поэтому рассмотрим вычисление 
последних подробнее. Для вычисления взаимной 
индуктивности М коаксиальных соленоидов в [1] 
предлагается использование табличных значений, 
определяемых по геометрическим размерам соле-
ноидов. Альтернативный метод вычисления М [2] 
состоит в использовании быстро сходящихся рядов 
по безразмерным параметрам q1 ÷ q4 (рис. 1): 

1 2
1

2
,

a s sq
R

 
  1 2

2
2

,
a s sq

R
 

  

1 2
3

2
,

a s sq
R

 
  1 2

4
2

.
a s sq

R
 

  

Согласно [2] для соленоидов с общей осью 
(рис. 1) имеем: 
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Рис. 1. Соленоиды  
с общей осью,  
a – расстояние между 
плоскостями симметрии 
Fig. 1. Coaxial solenoids: 
a – distance between  
symmetry planes 
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Для коэффициента взаимоиндукции двух кон-
туров (w1 = w2 = 1) можно записать следующее вы-
ражение: 
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Рассмотрим характерные частные случаи: a = 0 
и R1 < R2 (рис. 2). 

Учитывая структуру формулы (2), при сим- 
метричном расположении соленоидов будем иметь 
следующее выражение для коэффициента взаимной 
индукции: 
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При s1 = s2 = s (рис. 3), 1
2

2sq q
R

    и q2 = 0 на 

основании (4) можно записать: 
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Рис 2. Концентрические соленоиды с симметричным 
расположением 
Fig. 2. Concentric solenoids (symmetric arrangement) 
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Формулу (4) следует сопоставить с выражени- 
ем (7.9) в [1] для взаимной индуктивности в случае 
симметричного расположения (рис.2) соленоидов. 
В принятых здесь обозначениях формула (7.9) в [1] 
может быть представлена в виде: 
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Теперь по значениям λ1
2, λ2

2 и δ = R1/R2, ко- 
торое примем равным 0,5, находим по таблице (7-1) 
[1] следующие численные значения для F1 и F2: 
0,997 и 0,98. Тогда согласно (7) будем иметь при 
R1 = 0,5R2: M = πμ0w1w2R2·0,088. 

Для сопоставления в формулу (4) следует  
подставить s1 = 0,5s2, R1 = 0,5R2, q1 = –1,5(s2/R2)  
и q2 = –0,5(s2/R2). При R2 = s2 имеем q1 = –1,5,  
q2 = –0,5. Результат вычисления по формуле (4) по 
первым трем членам ряда в квадратных скобках 
дает M = πμ0w1w2R2·0,0877, т.е. имеем практическое 
совпадение. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда кон- 
центрические соленоиды одинаковы по длине 
s1 = s2 = s (рис. 3), при сохранении соотношения 
радиусов R1 = 0,5R2 и считая, что R2 остается рав-
ным s2. 

В этом случае по формуле (6) при q = –2 имеем: 
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Полученный результат сравним с расчетным 
выражением (7-1) в [1], где в обозначениях (рис. 3) 
имеем: 
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и по таблицам значений находим F1 = 0,99877, 
F2 = 0,96769 [1]. 

Их подстановка в выражение для M приводит 
к результату: 

1 2 0 1 216s s sM w wπ µ    

 2 20,5 20 0,99877 0,96769R R     

0 1 2 2 0,0791.w w Rπ µ   

Таким образом, численные оценки и для рас-
сматриваемого случая практически совпадают. 
Вместе с тем следует отметить, что использование 
формул (5) и (6) не связано с необходимостью об-
ращения к табличным значениям в [1] и, соответ-
ственно, позволяет выполнять дифференцирование 

Рис. 3. Концентрические соленоиды одинаковой 
длины 
Fig. 3. Concentric solenoids of the same length 
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по геометрическим параметрам соленоидов при 
нахождении электромагнитных сил. 

В руководствах [1, 3], а также в [4] в пре- 
образованной форме, для случая соленоидов оди-
наковой длины (рис. 3) рекомендовано выраже- 
ние для взаимной индуктивности в обозначениях 
рис. 3 в виде: 
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После подстановки δ, g1, g3, g5… в выраже- 
ние (8) оно не будет отличаться от выражения (6). 

Выражение для взаимной индукции в виде  
ряда, отвечающее симметричному расположению 
соленоидов в соответствии с рис. 2, дано в опубли-
кованной еще в 1937 г. статье [5] Двайтом и Грове-
ром. В обозначениях этого рисунка и при ограниче-
нии первыми двумя членами ряда [5] оно может 
быть записано в виде: 
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Имея результат в виде 0 1 2 2( / 8) 0,7018,w w Rπ µ   
при s = R2, 1 2/ 0,5R R   и 1 20,5s s  сопоставим его 
с выражением (9). Тогда получаем: 
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т.е. и здесь обнаруживается практическое сов- 
падение. 

Рассмотрим далее рекомендации по расчету 
электродинамических сил при расположении соле-
ноида 1 внутри соленоида 2 (рис. 4). 

В работе [2] для случая R1 < R2 и a + s1 ≤ s2 
(рис. 4) дано выражение для силы, действующей  
на соленоид 1 вдоль оси в виде, предполагающем 
четырехкратное суммирование: 
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Рис. 4. Соосные соленоиды при внутреннем  
расположении 
Fig. 4. Coaxial solenoids (internal arrangement) 
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Нетрудно видеть, что при a = 0 выражение (10) 
обращается в ноль. В этом случае q1 = q4 и q2 = q3, 
но при q1 и q4, q2 и q3 результаты имеют противопо-
ложные знаки. 

Рассмотрим теперь внутреннее расположение 
соленоида, как показано на рис. 5. 

Здесь 2s1 = s2 и a = s2/2. Как и ранее, зададимся 
значением s2/R2 = 1,0. Выражение (10) при w2 = w, 

1 0,5w w  в предположении, что R1 = 0,5R2, запи-
шем при условии, что i2 = i1 = i. Имеем: q1 = –1, 
q2 = 0, q3 = –1, q4 = –2. 

На основании (10) при выбранных условиях  
и при действующем значении тока I = 500 А  
и w = 50 для силы взаимодействия в среднем во 
времени получим: 

2 7 2 24 10 (500) (50) 0,275
16

F π 
  

 42,343 Н 4,316 кгс.   

Рассмотрим теперь внешнее расположение со-
леноидов, показанных на рис. 6, где a = s1 + s2,  
и полагая s1 = s2 /2, для a имеем 23 / 2.s  Соотноше-
ния s2 /R2 = 1,0, R1 = 0,5R2 остаются такими же, как 
в предыдущем расчете по рис. 5. 

Воспользуемся выражением П.5 [2] для си- 
лы взаимодействия при внешнем расположении 
(рис. 6), которое не отличается от выражения (10), 
но с тем различием, что безразмерные величины q 
записываются в виде: 

1 2
1

2
,

a s sq
R

 
  1 2

2
2

,
a s sq

R
 

   

1 2
3

2
,

a s sq
R

 
  1 2

4
2

.
a s sq

R
 

  

Тогда, в соответствии с рис. 6: q1 = 0, q2 = 1,0, 
q3 = 3, q4 = 2. 

При тех же условиях, при которых производи-
лась оценка сил в соответствии с рис. 5, будем 
иметь 51,781 Н, или 5,278 кгс. Оценки, полученные 
в примерах расчета, определялись выбором отно-
шения R1/R2 равным 0,5. Вместе с тем важно отме-

тить, что выражение, стоящее перед квадратной 
скобкой (10), может быть преобразовано к виду: 

2
0 1 2 1 2 1

21 2

2 2

,
2 2

i i w w R
Rs s

R R

πµ  
             

   

 (12) 

и при неизменных значениях 1

2

2s
R

 и 2

2

2
,

s
R

 токов i1  

и i2 и витков w1 и w2 оценка будет зависеть от отно-
шения R1/R2, включая квадратную скобку в (10). По-
этому выбор отношения R1/R2 будет существенно 
влиять на оценку электродинамической силы. 

Действительно полагая, как и в примере для 
рис. 5, s2 = 2s1, w2 = w и w1 = 0,5w, i1 = i2 = i с дей-
ствующим значением I = 500 A и имея q1 = q3 = –1, 

Рис. 5. Внутреннее расположение соленоида 1  
с совмещенным торцом 
Fig. 5. Solenoid 1: internal arrangement,  
aligned end 

Рис. 6. Внешнее расположение соленоида  
с совмещенным торцом 
Fig. 6. External arrangement of solenoid  
with aligned end 

(11) 
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q2 = 0 и q4 = –2, для выражения перед квадратной 
скобкой при R1 = 0,85R2 получим: 

2 7 2 2
24 10 (500) (50) 0,85 445,674.

4
π 

  

А с учетом выражения в квадратных скобках  
с оценкой по первым двум членам рядов в (10), рав-
ной 0,301, будем иметь 133,926 Н, или 13,652 кгс 
вместо 4,2376 кгс, как в примере с отношением 
R1 = 0,5R2. 

При выборе R1 = 0,85R2 существенно из- 
менится оценка электродинамических сил и для 
варианта внешнего расположения (рис. 6) Поэто-
му в конструктивном исполнении нагрузочных 
устройств не следует допускать значительных 
отклонений, нарушающих симметричное распо-
ложение. 

Следует отметить, что помимо рассмотренных 
случаев возможны промежуточные варианты, ко-
гда соленоид с геометрическими размерами с ин-
дексом 1 оказывается в положении, при котором 
одна его часть располагается снаружи, а другая – 
внутри соленоида 2 (рис. 7). В этом случае для рас-
чета электродинамической силы следует проводить 
расчеты раздельно для частей соленоида, распола-
гающихся вне и внутри соленоида с индексом 2, 
и результаты сложить. 

В качестве примера рассмотрим случай, пока-
занный на рис. 7. 

Для внешнего расположения (рис. 7б) получим: 

1
2

1
2

2 ,

sa s
q

R

  
   

1
2

2
2

2 ,

sa s
q

R

  
   

1
2

3
2

2 ,

sa s
q

R

  
   

1
2

4
2

2 ,

sa s
q

R

  
   

где 1
22

sa s    и, следовательно, при наложении 

условий s1 = 0,5s2, s2 = R2 будем иметь следующие 
численные значения: q1' = 0, q2' = 0,5, q3' = 2,5, 
q4' = 2,0. 

Размерный множитель (12) в условиях, опреде-
ленных рис. 7б и рис. 7в, записывается в виде 

2 1 20 2
0 1 21

1 2
2

1 2

2 .
82 22

wi w i w wR
s R

s
R R

πµ πµ


 
         

   
 

 

По внутреннему расположению (рис. 7в) имеем: 
q1'' = –0,5, q2'' = 0, q3'' = –1,5, q4'' = –2,0 и 

а) 

б) 

в) 

Рис. 7. Симметричное расположение соленоида 1  
относительно торца соленоида 2 (а) и его  
декомпозиция: внешнее расположение (б)  
и внутреннее расположение (в) 

Fig. 7. Symmetric arrangement of Solenoid 1 with respect  
to the end of Solenoid 2 (а) and its decomposition: external  
arrangement (b) and internal arrangement (c) 
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2 2
2 5/2 5/2

1, 25 0,5 1,5 1 31 3 0,5 10,5 0,5
2 16 21,25 1,25 1,5 1

3 1,5 1 5 2 3 20,5 0,5 0,2078.
16 2 16(1,5 1) 5 5

  
   




   



 

А для внешнего расположения (рис. 7б): 

2
5/2

2 2
5/2 5/2

1, 25 0,5 7,25 2,51 1 3 0,5 10,5
2 2 16 21,25 1,25 7,25

3 2,5 1 5 2 3 2,00,5 0,5 0,2209.
16 2 16(7, 25) 5 5

 
   


   

 

В сумме имеем 0,4287, и тогда результат для 
средней во времени силы оказывается равным: 

2 7 24 10 (500) 50 25 0,4287
8

66,111 H = 6,743 кгс.

F π   
  


 

На основании расчетов может быть построена 
кривая распределения средних во времени сил при 
принятых условиях (рис. 8). 

Сам соленоид с током подвергается воздей-
ствию сжимающих сил. Вопрос о сжимающих си-
лах в соленоидах рассмотрен в работе [6]. 

Как известно, силы сжатия могут быть опреде-
лены в соответствии с выражением: 

2
Сж

1 ,
2

дLf i
дl

  

где L – индуктивность соленоида, l – длина, i – ток 
соленоида. 

Строгое выражение для силы сжатия в солено-
иде получено в виде [6]: 

2 2
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Сж 6
i w

f
µ

  

 
2 1/2

3
2

( 1) 22 1 ( ) ( ) ,E k K kαα
α α


                 

 (13) 

в котором K(k) и E(k) являются полными эллипти-
ческими интегралами первого и второго рода, 
k2 = (α2 + 1)–1 и α = l/d, l – длина соленоида, d – его 
диаметр. 

Упрощенное выражение для индуктивности со-
леноидов дано в [7], и тогда для средней во времени 
силы сжатия FСж будем иметь: 

22 2
0

Сж 0,44 .
8

I w lF
d

µ π  
    
 

 (14) 

При I = 500 A, l/d = 1,0 и w = 50 получим: 

2 7 2 2

Сж
4 10 (500) (50) 0,4822

8
F π 

     

148,739 Н 15,161   кгс. 

Видоизменения выражения (13) даны в [8]  
с использованием связей сферических функций 
Лежандра с полуцелым индексом с полными эллип-
тическими интегралами. 

В этом случае сила сжатия fСж может быть за-
писана в виде: 

2 2
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Сж 1/21/2 1/2
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3/21/2 1/2
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где 
2

2
2 ,kg

k


  Q1/2 (g) и Q1
1/2 (g) – функции Ле-

жандра с полуцелым индексом. 
Сжимающая сила воздействует на каркас с па-

зами для намотки соленоидов, и он должен быть 
выполнен из материала, способного выдерживать 
значительные нагрузки. 

Рис. 8. Кривая для средней во времени силы,  
действующей на соленоид 1 при токе I = 500 A  
и различном удалении относительно соосного  
соленоида 2 при s1 = 0,5s2, R1 = 0,5R2, R2 = s2, 
R1 = s1 в зависимости от расстояния a  
между плоскостями симметрии 
Fig. 8. Curve of time-averaged force acting  
on Solenoid 1 under current I = 500 A at various  
distances from coaxial Solenoid 2 with s1 = 0.5s2,  
R1 = 0.5R2, R2 = s2, R1 = s1 depending on distance  
a between symmetry planes 
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Представленные результаты могут быть ис-
пользованы и для других практических прило- 
жений, где встречаются конструкции соосных 
соленоидов, когда в результате силового взаимо-
действия возникает ускорение подвижных частей 
[10–12]. 
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