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ПЕРСПЕКТИВЫ ПРИМЕНЕНИЯ БЕССЕТОЧНОГО  
МЕТОДА СГЛАЖЕННЫХ ЧАСТИЦ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО  
МОДЕЛИРОВАНИЯ ЛЕДОВЫХ НАГРУЗОК 
Объект и цель научной работы. Объектами исследования являются конструкции морской техники. Цель 
состоит в оценке перспектив применения бессеточного метода сглаженных частиц (МСЧ) для численного моделирова-
ния ледовых нагрузок. 
Материалы и методы. Для достижения поставленной цели выполнен обзор наиболее популярных методов чис-
ленного решения задач механики разрушения (метод конечных элементов, расширенный метод конечных элементов, 
метод сцепляющих элементов, метод дискретных частиц, метод сглаженных частиц и метод частиц Галёркина) с ука-
занием их достоинств и недостатков. Приведены основные соотношения МСЧ. 
Основные результаты. На примере решения тестовой задачи взаимодействия цилиндрической колонны с ров-
ным ледовым полем получены качественные картины динамики деформирования и процесса разрушения льда в случа-
ях с наличием ледоразрушающих наделок и без, а также реализации глобальной ледовой нагрузки. 
Заключение. Анализ полученных результатов говорит о перспективности применения МСЧ в формулировке  
метода скользящих наименьших квадратов (МСНК) для численного моделирования разрушения пластичного (грану-
лированного) льда и определения соответствующих нагрузок на конструкции морской техники. 
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OUTLOOK FOR APPLICATION OF SMOOTH PARTICLE  
HYDRODYNAMICS FOR NUMERICAL MODELING  
OF ICE LOADS 
Object and purpose of research. The object of research is marine engineering structures. The purpose is to assess 
the outlook for application of smooth particle hydrodynamics (SPH) for numerical modeling of ice loads. 
Materials and methods. For this purpose an overview of the most popular methods for numerical solution of problems 
in fracture mechanics is given with their merits and drawbacks (finite element method, extended finite element method, discrete 
element method, smooth particle hydrodynamics, smoothed particle Galerkin). Main SPH relations are presented. 
Main results. A test problem of a cylinder leg interacting with level ice field is used to obtain a qualitative pattern of ice 
deformation and failure with and without ice breaking arrangements, as well as under the global ice load. 
Conclusion. Analysis of obtained results shows that SPH in the sliding least square method formulation is promising  
for numerical modeling of plastic damage in fine grained ice and definition of corresponding loads on marine structures. 
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Введение 
Introduction 

Интенсивное освоение арктических и субарктиче-
ских территорий, в частности континентального 
шельфа и Северного морского пути, стимулирует 
увеличение объемов строительства судов и добыч-
ных платформ ледового класса. В подобных соору-
жениях предусмотрено наличие ледового пояса, 
воспринимающего ледовую нагрузку. Локальные 
значения последней вычисляются согласно п. 3.10 
Правил [1] для судов и п. 3.3.2.3 Правил [2] для 
морских стационарных платформ (МСП). 

Помимо локальных ледовых нагрузок, опреде-
ляющих прочные размеры конструкций ледового 
пояса, необходимо учитывать и глобальную ледо-
вую нагрузку, поскольку для судов она определяет 
сопротивление движению, а для МСП – закрепле-
ние на грунте и устойчивость к опрокидыванию.  
И если для платформ глобальная ледовая нагрузка 
вычисляется согласно тому же п. 3.3.2.3 Правил [2], 
то для судов подобного пункта в Правилах [1] нет, 
и на практике проектантам приходится заказывать 
модельные испытания в ледовом бассейне [3] с по-
следующим пересчетом ледового сопротивления  
с модели на натурный объект [4–7] (хотя подобные 
модельные испытания проводят и для МСП [8, 9],  
а в последнее время и для гидротехнических со-
оружений [10, 11]). Описанный традиционный под-
ход к определению ледовых нагрузок показан на 
рис. 1 (см. вклейку). 

Очевидным белым пятном в представленной 
схеме являются модельные испытания в ледовом 
бассейне, т.к. они, во-первых, дорогостоящие и, во-
вторых, неизбежно содержат погрешность, связан-
ную как с масштабным эффектом гидродинами- 
ческой составляющей сопротивления [12, 13], так  
и с отсутствием подобия по вибрации и устойчиво-
сти льда при сжатии (что коррелирует с отсутстви-
ем одновременного подобия льда по модулю упру-
гости, плотности и размерам). Помимо этого, не-
возможно одновременно промоделировать проч-
ность льда на изгиб и его вязкость разрушения, что 
приводит к слишком высокому значению критиче-
ского размера трещины у модельного FG льда [14]. 

Еще одно ограничение традиционного подхода 
состоит в том, что как Правила [1] для судов, так  
и Правила [2] для платформ содержат методики 
определения ледовых нагрузок, ориентированные 
на гладкие наружные поверхности конструкций 
морской техники. Однако в работе [15] экспери-
ментально установлено, что применение пирами-

дальных ледоразрушающих наделок на корпусе 
платформ приводит к снижению ледовых нагрузок 
в 4–8 раз, а уже далее, в работе [16] приводятся 
экспериментально обоснованные формулы для 
определения ледовых нагрузок на конструкции  
с ледоразрушающими наделками нескольких раз-
личных форм. Естественно, возникает вопрос оп-
тимизации формы этих наделок с целью уменьше-
ния ледовых нагрузок, но проблема решения по-
добной задачи заключается в отсутствии формулы 
для наделки произвольной формы. 

Помимо прочего, расчет ледовых нагрузок по 
Правилам не дает полной картины динамики взаи-
модействия конструкций со льдом. Такая динамика 
связана, во-первых, с периодическими и импульс-
ными воздействиями льда, вызывающими колеба-
ния конструкций по собственным формам, что от-
ражается на накоплении усталостных повреждений, 
и во-вторых, с формированием ледяных нагромож-
дений (платформы) и изменением скорости взаимо-
действия и расположения битого льда относительно 
конструкций (суда), что в обоих случаях коррели-
рует с изменениями формы пятна нагрузки и ее 
величины. 

Выход из сложившейся ситуации видится в ис-
пользовании численных методов для оценки ледо-
вых нагрузок. В работах [17–24] для моделирования 
ударных ледовых нагрузок на корпус судна и опре-
деления его прочности, ходкости и управляемости  
в битых льдах, а также оценки ледовых качеств 
гребных винтов используется метод конечных эле-
ментов (МКЭ), являющийся самым распространен-
ным для решения задач механики деформируемого 
твердого тела. 

Процесс разрушения льда в указанных работах 
моделируется с помощью эрозии конечных элемен-
тов (КЭ), т.е. путем их удаления при достижении 
заданного критерия, что фактически соответствует 
разрыхлению материала, а не его хрупкому разру-
шению. При этом очевидными недостатками по-
добного подхода являются, во-первых, зависимость 
решения от КЭ сетки и, во-вторых, нарушение за-
конов сохранения (массы, импульса и энергии). 

Для моделирования образования новых разви-
тых свободных поверхностей в процессе разруше-
ния материала без технологии эрозии КЭ был раз-
работан расширенный МКЭ (РМКЭ) [25]. В нем 
используется концепция разделения целого эле-
мента, включающая в аппроксимацию МКЭ ло-
кальные функции обогащения, что позволяет  
моделировать поверхности разрушения по любым 
путям относительно КЭ сетки без необходимости 
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ее перестроения [26]. Основным минусом данного 
метода является необходимость наличия первона-
чального дефекта (первоначальной трещины). По-
мимо этого, РМКЭ является вычислительно слож-
ным и трудно сходящимся при наличии большого 
числа трещин. 

Вместо МКЭ и РМКЭ исследователи предпри-
нимают попытки решения задач разрушения льда  
с помощью альтернативных методов (например, 
метода сцепляющих элементов (МСЭ), апробиро-
ванного в серии работ [27–30]), содержащих чис-
ленное моделирование испытаний образцов льда на 
сжатие и изгиб, а также численное моделирование 
ледового сопротивления судна. МСЭ основан на 
добавлении в МКЭ сцепляющих элементов около-
нулевой толщины, связывающих отдельные КЭ или 
даже блоки КЭ. При этом разрушение материала по 
достижении заданного критерия происходит имен-
но по сцепляющим элементам. 

Достоинствами такого подхода являются, во-
первых, сохранение всех КЭ в процессе решения  
(в отличие от МКЭ с технологией эрозии КЭ),  
во-вторых, отсутствие необходимости наличия 
начального дефекта в конструкции (в отличие от 
РМКЭ) и, в-третьих, относительно низкая вычисли-
тельная сложность. Основной недостаток заключа-
ется в сеточной зависимости размеров и формы 
осколков льда, а также направлений его разруше-
ния, поскольку последнее предусмотрено только по 
сцепляющим элементам. 

В работе [31] для численного моделирования 
воздействия битого льда на заякоренные объекты 
используется метод дискретных частиц (МДЧ). Его 
преимуществом является простота описания дина-
мики взаимодействия как конструкций с битым 
льдом, так и осколков льда между собой. При этом 
имеется возможность формирования осколков льда 
в виде двумерных дисков или трехмерных шаров 
случайных размеров в заданных пределах. Основ-
ные недостатки МДЧ состоят в чувствительности 
механизма разрушения льда к таким параметрам 
частиц, как их диаметр (в особенности отношение 
характерного размера ледового образца к размеру 
частиц), нормальная и сдвиговая жесткости, а также 
прочность сцепления на растяжение и сдвиг, что 
подробно описано в работе [32]. 

За последнее десятилетие активизировались ра-
боты по моделированию льда бессеточными метода-
ми, в частности методом сглаженных частиц (МСЧ). 
В работе [33] с использованием МСЧ численно  
моделируется четырехточечный изгиб ледового об-
разца. В работе [34] с помощью модифицированного 

МСЧ численно моделируется как четырехточечный 
изгиб, так и сжатие ледового образца с последую-
щим сопоставлением результатов расчетов с экспе-
риментом. В работе [35] на примере испытаний ле-
дового образца на трехточечный изгиб калибруются 
параметры модели льда, используемой в МСЧ, а за-
тем выполняется моделирование взаимодействия 
наклонного сооружения с ровным льдом как на 
упругом основании, так и с учетом воды. 

В работе [36] авторы также сначала на приме-
ре трехточечного изгиба ледового образца калиб-
руют параметры модели льда в МСЧ, после чего 
проводят сопоставление результатов численного 
расчета и модельного эксперимента взаимодей-
ствия ровного льда с наклонным сооружением,  
а уже затем выполняют численное моделирование 
прохода судна по ровному ледовому полю. Основ-
ные достоинства МСЧ заключаются в отсутствии 
сетки и, как следствие, сеточной зависимости ре-
зультатов расчетов. Здесь пути разрушения льда 
возникают естественным образом, а наличие 
начального дефекта не требуется. При этом, хотя 
качественная картина разрушения льда не зависит 
от конфигурации частиц, минимальные размеры 
осколков льда зависят от размеров частиц, т.е. от 
степени дискретизации. 

Основным недостатком МСЧ является неста-
бильность растяжения, при которой разрушение 
происходит не по физическим критериям, а из-за 
потери видимости соседними частицами друг 
друга вследствие слишком больших деформаций. 
Попытка исправления данного недостатка вы-
полнена путем симметризации уравнений МСЧ  
и модификации его формулировки с использова-
нием метода скользящих наименьших квадратов 
(МСНК) [37]. Также в МСЧ имеется проблема стро-
гого удовлетворения граничных условий (ГУ). По-
мимо этого, МСЧ подвержен наличию паразит-
ных собственных колебаний с нулевой энергией, 
что является следствием аппроксимации как зна-
чений поля, так и его производных в одних и тех 
же точках. 

Указанные недостатки МСЧ, накладывающие 
ограничения на его применение для моделирования 
разрушения твердых тел, стимулировали разработ-
ку альтернативного бессеточного метода – метода 
частиц Галёркина (МЧГ) [38]. Во избежание пара-
зитных колебаний в МЧГ вводится сглаживание 
узловых перемещений, а за разрушение отвечает 
обнуление сглаженной функции формы, выполня-
ющееся на основе феноменологической модели 
разрушения (достижение предельных деформаций 
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или напряжений), что позволило полностью исклю-
чить нестабильность растяжения [39, 40]. Сопо-
ставление результатов численного моделирования 
глобальных ледовых нагрузок на опорную колонну 
МСП, полученных с помощью МСЧ и МЧГ, вы-
полнено в работе [41]. 

Указанные достоинства и недостатки всех пе-
речисленных методов приведены в табл. 1, среди 
которых бессеточные методы МСЧ и МЧГ пред-
ставляются самыми перспективными для оценки 
ледовых нагрузок. За дополнительной информа-
цией по численному моделированию ледовых 
нагрузок можно обратиться к отечественным об-
зорам [42, 43] или к исчерпывающему зарубеж-
ному обзору [44]. 

Целью настоящей работы является оценка пер-
спектив применения бессеточного метода сглажен-

ных частиц для численного моделирования ледовых 
нагрузок. Для достижения поставленной цели вы-
полнена численная оценка глобальных ледовых 
нагрузок от ровного ледового поля на цилиндри- 
ческую колонну (в случаях с наличием ледоразру-
шающих наделок и без) как методом сглаженных 
частиц, так и методом конечных элементов с по-
следующим сопоставлением результатов. 

Основы метода  
сглаженных частиц 
Basics of smooth particle hydrodynamics 

Оригинальный МСЧ был разработан в 1977 г. в ра-
боте Л.Б. Люси [45], а также в работе Р.А. Гин- 
гольда и Дж. Дж. Монагана [46]. Его основная идея 
состоит в том, что для вычисления значения функ-

Таблица 1. Достоинства и недостатки различных методов численного моделирования ледовых нагрузок 
Table 1. Advantages and disadvantages of various methods for numerical modeling of ice loads 

Метод Достоинства Недостатки Возможное применение 

МКЭ/ 
FEM с 
эрозией 
КЭ 

▪ Простота постановки  
задачи 

▪ Низкая вычислительная 
сложность 

▪ Сеточная зависимость 
▪ Нарушение законов сохранения 
▪ Разрыхление вместо хрупкого  

разрушения 

Моделирование разрушения 
бетонных конструкций  
и конструкций из пластичных 
сплавов 

РМКЭ/ 
XFEM 

▪ Сеточная независимость 
▪ Соблюдение законов  

сохранения 
▪ Соответствие физике  

хрупкого разрушения 

▪ Требуется наличие  
первоначальной трещины 

▪ Высокая вычислительная 
сложность 

▪ Проблемы со сходимостью  
при большом числе трещин 

Моделирование ровного ледового 
поля для оценки локальных  
ледовых нагрузок на платформы 
с ледоразрушающими наделками 

МСЭ/ 
CZM 

▪ Соблюдение законов  
сохранения 

▪ Средняя вычислительная 
сложность 

▪ Сеточная зависимость Моделирование ровного ледового 
поля для оценки глобальной 
ледовой нагрузки на платформы 
без ледоразрушающих наделок 

МДЧ/ 
DEM 

▪ Зависимость от функции  
распределения размеров частиц 

▪ Высокая чувствительность  
результатов расчетов  
к параметрам материала  
и критериям его разрушения 

Моделирование битого льда  
как для оценки ледового  
сопротивления судов, так и для 
оценки процесса формирования 
ледовых нагромождений  
у платформ 

МСЧ/ 
SPH 

▪ Сеточная независимость 
▪ Соблюдение законов  

сохранения 
▪ Средняя вычислительная 

сложность 

▪ Нестабильность растяжения  
(попытка исправления  
в МСЧ-МСНК) 

▪ Паразитные собственные  
колебания 

▪ Проблема строгого удовлетворения 
ГУ (требуется наложение ГУ  
на пограничный объем) 

Моделирование ровного льда 
для оценки локальных  
и глобальных ледовых нагрузок 
на конструкции судов и плат-
форм как с ледоразрушающими 
наделками, так и без них 

МЧГ/ 
SPG 

▪ Проблемы со сходимостью  
при самоконтакте 
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ции ft: Ω →  в точке r Ω 




3 пространства 
можно воспользоваться формулой 

( ) ( ) (|| ||) ,t tf r f r d
Ω

ξ δ ξ Ω 
 

   (1) 

где δ – дельта-функция Дирака: 

0
( ) ;

0 0
x

x
x

δ
  


 (2) 

( ) 1.x dxδ 


 (3) 

Поскольку дельта-функцию (2) невозможно ис-
пользовать в численных расчетах, нельзя использо-
вать и формулу (1). Вместо этого для оценки f̂t 
функции в точке r  используют приближенную 
формулу 

ˆ ( ) ( ) (|| ||) ,t t hf r f w r d
Ω

ξ ξ Ω 
 

   (4) 

где wh: {0}     – весовая (сглаживающая) 
функция, которую также называют ядром или керн-
функцией, имеющая компактный носитель 

wh(x) = 0 при x > κh (5) 

и удовлетворяющая условию нормировки (3) 

0 :h   (|| ||) 1,hw r d
Ω

ξ Ω 


  (6) 

причем limh→+0 wh (x) = δ(x); h – характерный раз- 
мер ядра сглаживания; κ – некоторая константа 
(обычно 1 ≤ κ ≤ 2). 

Производная скалярной функции ft по направ-
лению ix  вычисляется по аналогии с (4): 

∇𝑥𝚤𝑓�𝑡 ( ) [ ( )] (|| ||)
ix t hr f w r d

Ω
ξ ξ Ω   
 

   

[ ( ) (|| ||)] ( ) [ (|| ||)]

( ) (|| ||) ( ) (|| ||)

i i

i

x t h t x h

t h i t x h
S д

f w r d f w r d

f w r x dS f w r d
Ω Ω

Ω Ω

ξ ξ Ω ξ ξ Ω

ξ ξ ξ ξ Ω


      

      

 

 

   

 

   



  

 

( ) (|| ||)] ,
it x hf w r d

Ω
ξ ξ Ω   
 

  (7) 

где последовательно использованы интегрирование 
по частям, формула Грина и тот факт, что сглажи-
вающая функция wh имеет компактный носитель  

и равна нулю на границе S = дΩ расчетной области 
в силу (5). Поскольку ,

ixf i f  


 из (7) следует 

∇𝑓�𝑡 ( ) ( ) (|| ||)
it x h

i
r i f w r d

Ω
ξ ξ Ω    
 



   

( ) (|| ||)
it x h

i
f i w r d

Ω
ξ ξ Ω     
 



  

( ) (|| ||) .t hf w r d
Ω

ξ ξ Ω   
 

  (8) 

Формулу (8) можно симметризовать, восполь-
зовавшись равенством ( ) ,t t tf f fρ ρ     где ρ – 
плотность материала, откуда следует 

ρ∇𝑓� ( ) ( ) ( ) (|| ||)t hr f w r d
Ω

ρ ξ ξ ξ Ω    
  

   

( ) ( ) (|| ||)t hf r w r d
Ω

ρ ξ ξ Ω   
 

   

( )[ ( ) ( )] (|| ||) .t t hf r f w r d
Ω

ρ ξ ξ ξ Ω   
  

   (9) 

Вычисление дивергенции векторного (или тен-
зорного) поля tf



 выполняется аналогично (4): 

∇ ∙ 𝑓�
𝑡 ( ) [ ( )] (|| ||)t hr f w r d

Ω
ξ ξ Ω   
 



   

[ ( ) (|| ||)] ( ) [ (|| ||)]

( ) (|| ||) ( ) (|| ||)

t h t h

t h t h
S д

f w r d f w r d

f w r dS f w r d
Ω Ω

Ω Ω

ξ ξ Ω ξ ξ Ω

ξ ξ ξ ξ Ω


      

      

 

 

   
 

 

   
 

 

 ( ) (|| ||) ,t hf w r d
Ω

ξ ξ Ω   
 



  (10) 

где последовательно использованы интегрирова- 
ние по частям, формула Остроградского – Гаусса  
и также тот факт, что сглаживающая функция wh 
равна нулю на границе S = дΩ расчетной области  
в силу (5). 

Возьмем для примера в качестве иско- 
мой функции постоянную ft = c. Тогда с учетом 
свойства (6) сглаживающей функции 

:r Ω 
  

ˆ ( ) (|| ||) (|| ||) ,t h hf r cw r d c w r d c
Ω Ω

ξ Ω ξ Ω     
 

    

т.е. аппроксимация (4) обеспечивает нулевой поря-
док совместимости. Однако это верно всюду, кроме 
границы дΩ расчетной области, где значения функ-
ции wh по построению равны нулю. Отсюда в МСЧ 
вытекает проблема строгого удовлетворения ГУ. 
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Запишем дискретные аналоги формулы (4) для 
значения функции, формулы (7) для частной произ-
водной и формулы (9) для градиента: 

ˆ ( ) ( ) (|| ||)t t j h j j
j

f r f r w r r V∆       

( ) (|| ||) { } diag { ( )},j T
t j h j t h

j j

m mf r w r r f w r
ρ ρ

 
   
  

     (11) 

∇𝑥𝚤𝑓�𝑡 ( ) ( ) (|| ||)
it j x h j j

j
r f r w r r V∆         

( ) (|| ||)
i

j
t j x h j

j j

m
f r w r r

ρ
         

{ } diag { ( )},
i

T
t x h

mf w r
ρ

 
  
  

  (12) 

∇𝑓�𝑡
1( ) [ ( ) ( )] (|| ||)
( ) j t t j h j j

j
r f r f r w r r V

r
ρ ∆

ρ
        



 

1 [ ( ) ( )] (|| ||)
( ) t t j j h j

j
f r f r m w r r

rρ
        



 

{ ( )} [diag ][ ( )]
,

( )

T
t hf r m w r

r
∆

ρ



 



 (13) 

где 

1 2{ ( )} { (|| ||) (|| ||) ...};T
h h hw r w r r w r r  
      

1 2{ ( )} { (|| ||) (|| ||) ...};
i i i

T
x h x h x hw r w r r w r r     

      

1

2

(|| ||)
[ ( )] (|| ||) ;

h

h h

w r r
w r w r r

  
 
    
 
  

 

  



 

1

1

2

2

0

diag 0 ;

m

mm
ρ

ρ ρ

 
 
 
              
 
   





  

 

 
1

2

0
diag 0 ;

m
m m

 
 
 
 
  





  

 

1 2{ } { ( ) ( ) ...};T
t t tf f r f r

   

1 2{ ( )} { ( ) ( ) ( ) ( ) ...};T
t t t t tf r f r f r f r f r∆   
      

jr  – точки пространства (частицы), в которых из-
вестны значения функции ft; mj и ρj – соответствен-
но масса и плотность частиц; ( )rρ   – плотность  
в искомой точке r  пространства, которую можно 
вычислить по формуле (11): 

ˆ( ) { } diag { ( )} { } { ( )}.T T
h h

mr w r m w rρ ρ
ρ

 
  
  

    (14) 

Как видно, в МСЧ вычисление частных произ-
водных и градиента искомой функции заменяется 
вычислением производных и градиента сглажива-
ющей функции, в качестве которой одними из пер-
вых были предложены 4-сплайн [45] и 3-сплайн 
[47] (последний используется в программном ком-
плексе LS-DYNA): 

4
4

4
(1 3 )(1 ) 0 1( ) ,

0 1h
d d dw d C

d

     
 

 (15) 

2 3

3 3
3

3 31
0 12 4

( ) 0, 25(1 ) 1 2,
0 2

h

d d
d

w d C d d
d


 

 
   






 (16) 

где 
|| ||jr r

d
h



 

 – безразмерное расстояние; Cn – 

нормирующие множители (C3 = 2/3 для 1D, 10/7π 
для 2D и 1/π для 3D; C4 = 5/4 для 1D, 5/π для 2D  
и 105/16π для 3D). Можно убедиться, что оба вари-
анта сглаживающих функций являются C² гладки-
ми. Их графики показаны на рис. 2. 

Рис. 2. Графики сглаживающих функций 
Fig. 2. Graphs of smoothening functions 
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Вся расчетная область Ω заполняется частица-
ми (рис. 3), а вычисление значений поля в i-й ча-
стице ir

  выполняется по формулам (11)–(13). 

Результаты и обсуждение 
Results and discussion 

Для тестовых расчетов была выбрана задача взаи-
модействия цилиндрической опорной колонны 
диаметром 2 м с ровным ледовым полем толщиной 
0,5 м, движущимся со скоростью 1,5 м/с (5,4 км/ч). 
Рассмотрены три вида колонн: гладкая (рис. 4a, см. 
вклейку), с пирамидальными наделками (рис. 4б) 
и с кольцевой наделкой (рис. 4в) [16]. 

В задаче моделировалась часть ледового поля 
размером 13×13 м. В качестве начальных условий 
использовалась скорость движения ледового поля 
(рис. 5, см. вклейку). В качестве граничных усло- 
вий (ГУ) использовались (рис. 6, см. вклейку): 
 жесткая заделка нижней кромки опорной ко-

лонны; 
 скорость на границе рассматриваемой части 

ледового поля. 
Помимо этого, было задано ускорение свободного 

падения g = 9,81 м/с². Расчетное время составляло 1 с. 
В табл. 2 приведены используемые в задачах 

модели и свойства материалов опорной колонны и 
ледового поля. Диаграмма растяжения модели льда 
показана на рис. 7. Между льдом и колонной был 
задан контакт с трением (коэффициент трения по-
коя был принят равным 0,01). 

В тестовых задачах использовались следующие 
формулировки МСЧ [50]: 
 симметричная постановка с перенормировкой 

(symmetric renormalized approximation); 

Рис. 3. Аппроксимация сглаженными частицами 
значений поля в плоской задаче [48] 
Fig. 3. Approximation of field values in 2D problem 
using SPH [48] 

S 

W 

Ω i 

j 
rij κhi 

Рис. 7. Диаграмма растяжения модели льда 
Fig. 7. Diagram of tension ice model 

Таблица 2. Модели и свойства материала 
Table 2. Models and material properties 

 Опорная колонна Ледовое поле 

Материал Сталь Пластичный лед 

Плотность ρ 7850 кг/м³ 900 кг/м³ 

Модель Линейная упругая Линейная упругая +  
линейное изотропное упрочнение 

Модуль Юнга E 206 ГПа [1] 5 ГПа 

Коэффициент Пуассона ν 0,3 0,33 

Предел текучести σy – 2,5 МПа 

Касательный модуль ET – 500 МПа 

Критерии разрушения: σmax 
τmax 

– Нормальное напряжение 4 Мпа [49] 
Касательное напряжение 4/√3 МПа 
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 лагранжева постановка с перенормировкой (to-
tal Lagrangian formulation with renormalization); 

 МСНК (moving least-squares based formulation). 
На рис. 8–11 показаны поля полных перемеще-

ний при времени t = 1,0 с в симметричной поста-
новке МСЧ, лагранжевой постановке МСЧ, МСЧ-
МСНК и МКЭ соответственно. 

На рис. 12–15 (см. вклейку) показаны реализа-
ции полной опорной реакции колонны в симметрич-
ной постановке МСЧ, лагранжевой постановке МСЧ, 
МСЧ-МСНК и МКЭ соответственно. В табл. 3 при-

ведены максимальные расчетные значения полной 
опорной реакции для всех рассмотренных форму-
лировок МСЧ, а также для МКЭ. 

Как видно, в симметричной постановке МСЧ 
наличие ледоразрушающих наделок приводит  
к увеличению глобальной ледовой нагрузки, что 
не нашло подтверждения ни в экспериментах [15, 
16], ни при численном моделировании в остав-
шихся формулировках МСЧ. Поэтому данная по-
становка не подходит для численной оценки ле-
довых нагрузок. 

а) 

б) 

в) 
Рис. 8. Метод сглаженных частиц  
в симметричной постановке  
с перенормировкой. Поле полных 
перемещений при времени t = 1,0 с: 
а) без наделок;  
б) с пирамидальными наделками;  
в) с кольцевой наделкой 
Fig. 8. Smooth particle hydrodynamics  
in symmetrical formulation with renorming. 
Field of full displacements at time t = 1.0 s: 
а) without add-ons;  
b) with tapered add-ons;  
c) with ring add-on 
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В лагранжевой постановке МСЧ во всех случа-
ях наблюдается разрушение рассматриваемой части 
ледового поля по ее границе (отлом от граничных 
частиц, на которые наложены кинематические ГУ), 
что представляется нефизичным. Основное пред- 
назначение данной постановки – моделирование 
сверхвысоких деформаций (в т.ч. пластических), 
например, у металлов или резины, но не моделиро-
вание разрушения материала. Поэтому и эта поста-
новка не подходит для численной оценки ледовых 
нагрузок. 

В формулировке МСЧ-МСНК наблюдается  
качественное соответствие результатов расчетов  
с экспериментом: наличие ледоразрушающих наде-
лок приводит к снижению глобальной ледовой 
нагрузки в 3–4 раза. Поэтому данная формулировка 
МСЧ рекомендуется для численного моделирова-
ния ледовых нагрузок в первую очередь. 

Использование МКЭ для моделирования раз-
рушения льда аналогично симметричной поста-
новке МСЧ показало существенное увеличение 
глобальной ледовой нагрузки в случае использо-

Рис. 9. Метод сглаженных частиц  
в лагранжевой постановке  
с перенормировкой. Поле полных 
перемещений при времени t = 1,0 с: 
а) без наделок;  
б) с пирамидальными наделками;  
в) с кольцевой наделкой 
Fig. 9. Smooth particle hydrodynamics  
in Langrangian formulation with renorming. 
Field of full displacements at time t = 1.0 s: 
а) without add-ons;  
b) with tapered add-ons;  
c) with ring add-on 

а) 

б) 

в) 
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вания пирамидальных ледоразрушающих наделок, 
что, как было отмечено выше, идет вразрез с ре-
зультатами экспериментов. Стоит отметить, что 
глобальная ледовая нагрузка, полученная с помо-
щью МКЭ, оказалась в разы выше, чем полученная 
с помощью МСЧ. 

В целом, тестовая задача позволила выявить 
скачки нагрузки при боковом воздействии ледового 
поля на пирамидальные наделки, что представляет-
ся вполне рациональным и влечет за собой пробле-
му обеспечения поперечной (траверсной) прочно-

сти подобных наделок. Помимо этого, из-за нерав-
номерности воздействия льда на пирамидальные 
наделки наблюдаются крутильно-изгибные колеба-
ния опорной колонны, что также должно быть 
учтено при их использовании. 

Заключение 
Conclusion 

Выполненный обзор наиболее распространенных 
методов  численной  оценки  ледовых нагрузок поз- 

Рис. 10. Метод сглаженных частиц – 
метод скользящих наименьших  
квадратов. Поле полных  
перемещений при времени t = 1,0 с: 
а) без наделок;  
б) с пирамидальными наделками;  
в) с кольцевой наделкой 
Fig. 10. Smooth particle hydrodynamics – 
sliding least square method formulation. 
Field of full displacements at time t = 1.0 s: 
а) without add-ons;  
b) with tapered add-ons;  
c) with ring add-on 

а) 

б) 

в) 
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Рис. 11. Метод конечных элементов. 
Поле полных перемещений  
при времени t = 1,0 с:  
а) без наделок;  
б) с пирамидальными наделками;  
в) с кольцевой наделкой 
Fig. 11. Finite element method.  
Field of full displacements at time t = 1.0 s: 
а) without add-ons;  
b) with tapered add-ons;  
c) with ring add-on 

б) 

а) 

в) 

Таблица 3. Максимальные значения полной опорной реакции, МН 
Table 3. Maximum full support reaction, МН 

Вариант  
конструкции 

Симметричная  
постановка 

Лагранжева  
постановка МСНК МКЭ 

Без наделок 3,152 (100 %) 2,812 (100 %) 3,597 (100 %) 7,419 (100 %) 

Пирамидальные наделки 8,034 (255 %) 0,744 (26 %) 1,062 (30 %) 11,53 (155 %) 

Кольцевая наделка 4,283 (136 %) 0,754 (27 %) 1,032 (29 %) 5,792 (70 %) 
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волил выявить перспективность применения бессе-
точных методов, в частности МСЧ и МЧГ, как бо-
лее всего подходящих для моделирования разруше-
ния льда. 

На примере тестовых задач взаимодействия 
опорной колонны с ровным ледовым полем выяв-
лено качественное совпадение с экспериментом ре-
зультатов численного моделирования ледовых нагру-
зок в постановке МСЧ-МСНК при наличии ледораз-
рушающих наделок. При этом как симметричная  
и лагранжева постановки МСЧ, так и МКЭ показали 
результаты, противоречащие экспериментам. 

В ходе решения тестовых задач выявлено скач-
кообразное увеличение ледовых нагрузок при боко-
вом воздействии льда на пирамидальные наделки, 
что приводит к проблеме обеспечения поперечной 
(траверсной) прочности подобных наделок, а также  
к возникновению крутильно-изгибных колебаний 
колонны. Подобные эффекты следует учитывать при 
проектировании МСП с указанными наделками. 
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