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В ДВУХСЛОЙНЫХ КАТУШКАХ 
Объект и цель научной работы. Объектом исследования является двухслойный соленоид нагрузочного 
устройства. Цель работы состоит в корректной оценке электродинамических сил, воздействующих на крайние витки 
внутреннего и внешнего слоев соленоида. 
Материалы и методы. Используются выражения для электродинамических сил, содержащие специальные 
функции. 
Основные результаты. Разработан метод расчета электродинамических сил для двухслойных соленоидов 
с помощью вспомогательной функции, значения которой сведены в таблицу. 
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В статьях [1, 2] были рассмотрены взаимные ин-
дуктивности коаксиальных контуров различной 
конфигурации и электродинамические силы между 
ними. Рассматривался и коаксиальный соленоид 
с витком, расположенным вблизи торцевой плоско-
сти соленоида для оценки силы, которая приходит-
ся на крайний виток [1, 2]. В двухслойной катушке 
слои располагаются близко, поэтому в [1] было вы-
двинуто предположение о том, что в этом случае 
силы, воздействующие на крайние витки внутрен-

него и внешнего слоев со стороны соответствую-
щих внешнего и внутреннего слоев, будут незначи-
тельно отличаться от оценки на крайние витки, как 
при однослойной катушке. Однако детальный ана-
лиз этого вопроса показывает, что различие может 
оказаться достаточно заметным. Поскольку в [1–3] 
электродинамические силы представлены в замк- 
нутой форме через присоединенные функции Ле-
жандра второго рода с полуцелым индексом, то 
возникает потребность в их численной оценке при 
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соблюдении минимальной погрешности. Этот во-
прос здесь рассматривается подробно. 

Вначале запишем выражение для силы взаимо-
действия соленоида с числом витков w и для его 
крайнего витка в соответствии с [2, 3]: 
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Геометрические размеры указаны на рис. 1,  
где представлен соленоид длиной 2s, радиусом R1  
и крайний виток на расстоянии от плоскости сим-
метрии соленоида s + Δs (Δs может быть приравне-
но к шагу намотки). 

Тогда, с учетом того, что h = s + Δs, предыду-
щее выражение для силы взаимодействия соленои-
да и крайнего витка можно перезаписать в виде 
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В выражениях для сил μ0 – магнитная проница-
емость, принимаемая равной 4π·10–7 Гн/м; i – мгно-
венные значения тока в соленоиде и в витке; 
Q1/2(g) – обозначение сферической функции Ле-
жандра второго рода с полуцелым индексом. Ин-
декс (1, B1) приписан силе взаимодействия первого 
слоя с крайним витком этого же слоя. 

С другой стороны, силу, воздействующую на 
крайний виток внутреннего слоя со стороны внеш-
него слоя (рис. 2), можно записать как [2] 
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а силу, воздействующую на крайний виток второго 
слоя от своего слоя, записать так же как в (1), но 
с заменой индекса 1 на индекс 2 (рис. 3): 
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Здесь предположено, что внутренний и внешний 
слой имеют одинаковое количество витков w, т.е. 
w1 = w2 = w, а длина слоев одинакова и равна 2s. 

Таким образом, по заданным значениям R1, R2, 
2s, Δs, w можно найти силы f1,B1, f1,B2, f2,B2 через зна-
чения функций Q1/2, входящих в (1)–(3). 

Следует отметить, что f1,B2 = f2,B1, т.к. замена R1 
на R2 и R2 на R1 в (2) (рис. 4), не повлияет на ре-
зультаты расчета. 

Таким образом, диэлектрический остов, слу-
жащий для закрепления витков соленоида, будет 
претерпевать воздействие сжимающих сил в зоне 
размещения крайних витков, определяемых как 
сумма: 

1, 1 1, 2 2, 22 .B B Bf f f f= + +  (4) 

s s

R1

h s s= + �

s s

R2

h s=

R1

Рис. 1. Внешний слой катушки 
с крайним витком 
Fig. 1. External layer of coil with extreme loop 

Рис. 2. Внешний слой и крайний виток 
внутреннего слоя 
Fig. 2. External layer and extreme loop of internal layer 
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Численные значения в соответствии с (4) мож-
но получить, прибегая к использованию известных 
таблиц присоединенных функций Лежандра ча-
стично воспроизведенных в [4]. Однако это не 
единственная возможность для численной оценки. 
Здесь важно отметить, что коэффициент взаимной 
индукции двух коаксиальных витков определяется 
по формуле, записанной в [1, 2, 4] в виде 
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витками. 
С другой стороны, в [5] для этого случая приве-

дено выражение 
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записанное здесь по сравнению с [5] с той разни-
цей, что обозначение Ф используется вместо F  
в [5]; значения Ф находятся по значениям m2, где 
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На основании (5) и (6) устанавливается соот-
ношение между Q1/2 (1 + Δg) и Ф(m2) в следующем 
простом виде: 
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что в случае готовой таблицы значений Ф(m2) или 
Ф(Δg/(2 + Δg)) позволяет находить Q1/2 (1 + Δg). Такая 
таблица под номером 5.5 в [5] приведена здесь с уче-
том замены обозначения F на Ф. 

Рассмотрим для примера случай, когда 
g = 3,563 и Δg = 2,563. Тогда 
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что вполне согласуется со значением Q1/2 (3,563), 
взятым по таблице в [4] (0,085). 

Возможен и третий путь численной оценки, 
связанный с представлением присоединенных 
функций Лежандра с полуцелым индексом через 
полные эллиптические интегралы первого и второ-
го рода [1]. Здесь для Q1/2 (3,563) было найдено зна-
чение 0,079. Кроме того, в [1] дано выражение для 
Q1/2 (1 + Δg) в виде 

1/2 (1 )Q gΔ+ =  

3
1 2 38 ln 1, 2274 ,

2 8

g g
g

g

Δ Δ Δ
Δ

+ é ùæ ö+ê úç ÷= - +ç ÷ê úè øë û
 (9) 

которое можно использовать с хорошей точностью 
при вычислении, если (Δs/R1)

2 меньше 0,4. Право-
мерность выражения (9) будет продемонстрирована 
в Приложении 1. 

Перейдем к примеру, ориентируясь на исход-
ные данные, весьма близкие к конструкции двух-
слойной катушки, которая используется в на- 
грузочном устройстве с водяным охлаждением 
с мощностью ступени нагрузки 300 кВт, с коэф-
фициентом мощности в пределах 0,7–0,9. Нагру-
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Рис. 3. Внутренний слой и его 
крайний виток 
Fig. 3. Internal layer and its extreme loop 

Рис. 4. Внутренний слой и крайний виток 
внешнего слоя 
Fig. 4. Internal layer and extreme loop of external layer 
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зочные устройства предназначены для швартов-
ных испытаний судовой электростанции. Положим 
2s@ 0,4 м, w = 45 витков в каждом слое, действу-
ющее значение тока I = 600 А, выбранное для ко-
эффициента мощности, ближе к указанному ниж-
нему пределу, R1 = 0,16 м, R2@ 0,9R1 = 0,144 м. 
Учитывая шаг намотки, положим Δs@ 0,009 м. 
Тогда для (1) 
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и в соответствии с (7) 
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По воспроизведенной здесь табл. 5.5 из [5] 
для Q1/2 (4,267) имеем ~0,065, а для вычисле- 
ния Q1/2 (1,0016) воспользуемся выражением (9). 
Получаем 
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Тогда, в соответствии с (1), без учета знака «минус» 
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где F1,B1 – постоянная составляющая силы, притя-
гивающая крайний виток внешнего слоя при дей-
ствующем значении тока 600 А. 

Теперь перейдем к расчету F1,B2 в соответствии 
с (2) и рис. 2. Имеем 
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Наконец, выполняя расчеты по выражению (3), 
получаем 
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Суммируя результаты согласно (4), для посто-
янной составляющей стягивающей силы, прило-
женной к диэлектрическому каркасу в зоне крайних 
витков двухслойной катушки, найдем 

2,04 2 0,934 2,345 6, 253 кгс.F = + × + =  

С увеличением числа витков электродинами- 
ческая сила будет расти. 

В завершение приводим выражение для 
электродинамической силы между двумя витка- 
ми с токами i1 и i2 в замкнутой форме через 

функцию Лежандра второго рода с полуцелым 
индексом [2]: 
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где h – расстояние между коаксиальными витками 
радиусов R1 и R2; 
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При Δg < 0,4 для получения численных значе-
ний можно воспользоваться формулой 
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Таким образом, выполнен расчет постоянной 
составляющей сил на крайние витки двухслойного 
соленоида. 

Приложение 1 
Annex 1 

В обоснование выражения (9) для Q1/2 (1 + Δg) при 
малом Δg отметим, что в [2, 3] получена замкнутая 
форма для коэффициента взаимоиндукции двух 
коаксиальных контуров с радиусами R1 и R2, с рас-
стоянием h между ними по формуле (5), где 
g = 1 + Δg и 

2 2
2 1

1 2

( )
.

2

h R R
g

R R
Δ

+ -
=  

При R1 = R2 = R и h < R введем обозначение 
ξ = h/2R, тогда Δg = 2ξ2. В соответствии с (5-17) 
в [5] в этом случае коэффициент взаимной индук-
ции может быть представлен в виде 

2 4 6
0

3 15 35
1 ...

4 64 256
M Rμ ξ ξ ξ

éæ ö
êç ÷= + - + + ´ç ÷êè øë

 

2 4 64 1 31 247
ln 2 ... .

4 128 1536
ξ ξ ξ

ξ

ù
ú´ - - + - +
úû

 (П.1) 

Ограничимся членами ряда со степенью ξ 
не выше второй. Тогда 

2 2
0

3 4 1
1 ln 2 .

4 4
M Rμ ξ ξ

ξ

é ùæ ö
ê úç ÷@ + - -ç ÷ê úè øë û

 (П.2) 
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С учетом того, что ξ2 = Δg/2, перепишем (П.2) 
в следующем виде: 

0

0

0

0

3 2 1
1 ln 4 2

8 8

3 1 2 1 3 1
1 ln 1 ln16 2

8 2 2 8 8

3
1 2 18 ln 2,7726 2

2 8

3 3
1 12 18 8ln 1,2274 4 2

2 2

M R g g
g
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μ Δ
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Δ Δ
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Δ

é ùæ öê úç ÷» + - - =ç ÷ê úè øë û
é ùæ ö æ ö
ê úç ÷ ç ÷= + + + - - =ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
é ù
+ê úæ öê úç ÷= + - - =ê úç ÷

è øê ú
ê úë û

+ +æ ö
ç ÷= - + - -ç ÷
è ø

0

8

3
1 2 3 18 ln 1,2274

2 4 8

g

g
R g g

g

Δ

Δ
μ Δ Δ

Δ

é ù
ê ú
ê ú =ê ú
ê ú
ê úë û
é ù
+ê úæ öê úç ÷= - + - =ê úç ÷

è øê ú
ê úë û  

0

3
1 2 58 ln 1,2274 .

2 8

g
R g

g

Δ
μ Δ

Δ

é ù
+ê úæ öê úç ÷= - +ê úç ÷

è øê ú
ê úë û

 (П.3) 

Из (П.3) видно, что при достаточно малом Δg 
результат вычислений Q1/2(1 + Δg) будет весьма 
близок к результату вычислений согласно выраже-
нию (9). Так, при Δg = 0,1 имеем в соответствии 
с (П.3) 0,9799, а в соответствии с (9) – 0,9802. 
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