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И ПЛОСКИХ (ДИСКОВЫХ) КАТУШЕК С ТОКОМ 
Объект и цель научной работы. Статья посвящена определению коэффициентов взаимной индукции соос-
ных контуров в системе плоских катушек. Записаны известные модификации для взаимной индуктивности и электро-
динамических сил в системе соосных контуров, а также сопоставлены расчетные выражения для их вычисления. 
Материалы и методы. Использованы методы математической физики и теоретической электротехники. 
Основные результаты. Даны альтернативные выражения для коэффициентов взаимной индукции соосных 
катушек и электродинамических сил между ними при протекании токов. Построены кривые взаимной индуктивности 
для планарных катушек с расстоянием между плоскостями, равным 2 см, с расстоянием между витками в катушке Р, 
равным 1 см, и с расстоянием между витками в катушке N, равным 0,5 см, 0,4 см и 0,3 см. 
Заключение. Получены расчетные выражения для коэффициентов взаимной индукции и электродинамических 
сил при протекании токов в планарных соосных катушках, имеющие весьма важное значение для проблемы беспро-
водной передачи энергии. 
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Object and purpose of research. The paper is concerned with the mutual inductance coefficients of co-axial circuits 
in a planar coil system. Known modifications for mutual inductance and electrodynamic forces in a system of co-axial circuits 
are written, and relations for their calculation are compared. 
Materials and methods. For this purpose the methods of mathematical physics and theoretic electric engineering are used. 
Main results. Alternative expressions are given for mutual inductance coefficients of co-axial coils and electrodynamic forces 
between the live coils. Curves of mutual inductance are plotted for planar coils with the distance between planes equal to 2 cm and the 
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В статье сопоставлены выражения для коэффици-
ентов взаимоиндукции соосных контуров и возни-
кающих электродинамических сил взаимодействия 
при протекании токов, с помощью которых закла-
дываются основы расчета более сложных конфигу-
раций систем катушек, характеризующихся сим-
метрией вращения. Пример такой конфигурации 
дан в конце статьи. В качестве отправных положе-
ний и соответствующих сопоставлений приняты 
литературные источники [1–5]. 

Изложение начнем со строгой формулы для ко-
эффициента взаимной индукции двух соосных вит-
ков (рис. 1) с радиусами R1 и R2: 
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где K и Е – полные эллиптические интегралы пер-
вого и второго рода и 

2 1 2
2 2

1 2

4
.

( ) ( )
R Rk

R R a z


  
 (2) 

Ее видоизменение в [4] записано следующим 
образом: 
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В [2] записаны и другие строгие выражения  
для M, одно из которых представлено в виде: 
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где K1 и E1 полные эллиптические интегралы пер-
вого и второго рода с модулем k1 = (1 – kʹ)/(1 + kʹ)  
и (kʹ)2 = 1 – k2. 

Если заменить обозначения R1 на a, R2 на ρ, 
(a + z) на z и записать k2 следующим образом: 
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то уравнение (1) можно представить в виде: 
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получим: 
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а вводя обозначение r1
2 = (a + ρ)2 + z2, 

где r1 подставляется в метрах, а также величину 
μ0 = 4π·10–7 Гн/м, будем иметь: 

7 2
1(Гн) 2 10 2( ) .M r K E k Kπ          

Именно в таком виде дано выражение для ко-
эффициента М двух соосных витков в работе 
М. Гарретта (M.W. Garrett. Calculation of Fields, 
Forces, and Mutual Inductances of current Systems by 
Elliptic Integrals // Journal of Applied Physics. 1963. 
Vol. 34, № 9. September. P. 2567–2573) со ссылкой 
на первоисточник (J.C. Maxwell. Electricity and 
Magnetism. Oxford, England, 1873). 

Еще одно выражение записано в [3, 6] в виде 
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и Q1/2(g) является сферической функцией Лежандра 
второго рода [3] с полуцелым индексом, табличные 
значения которые имеются в [6]. 

Подчеркнем, что для случая двух контуров 
(рис. 1) коэффициент взаимной индукции можно  
с хорошей точностью рассчитать по формуле (П.3) 

Рис. 1. Два соосных витка с радиусами R1 и R2  
и с расстоянием a + z между плоскостями 
Fig. 1. Two co-axial turns with radii R1 and R2  
and the distance between planes a + z 
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из [3], представленной в соответствии с обозначе-
ниями рис. 1 в виде: 
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где q = (a + z)/R2. 
Заметим, что из выражения (7) можно получить 

выражение (5-22) из [2], когда δ = R1/R2 достаточно 
мало и оба контура лежат в одной плоскости 
(рис. 2), а именно: 
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n = 0, 1, 2, 3, … 
Из работы [7] для случая двух соосных конту-

ров, расположенных в параллельных плоскостях  
с расстоянием h между ними, можно заимствовать 
выражение для взаимной индуктивности, но с ис-
правлением допущенной опечатки (вместо (–2cosθ) 
должно стоять (2cos2φ) в знаменателе под знаком 
корня) в следующем виде: 
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При введении переменной φ1 = 2φ выраже- 
ние (9) преобразуется к виду: 
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Если теперь φ1 заменить на π – φʹ, то будем иметь: 
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Учитывая, что для (1 – x)–1/2 при x2 < 1 можно 
воспользоваться рядом (9.03) из [8]: 
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и полагая, что x = γcosφʹ, получим: 
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т.е. выражение для М, записанное в [5] с учетом 
обозначения для γ (12). 

Перейдем к конкретным примерам. Пусть 
R1 = R2 = R, h = R. Тогда γ = 2/3, и для М по форму-
ле (13) имеем: 
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Соответственно, по формуле (7) (q = 1) получаем: 
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и результаты расчетов вполне сопоставимы.  
С уменьшением значения γ наблюдается еще луч-
шее схождение. 

Рис. 2. Два контура с радиусами R1 и R2, лежащие 
в одной плоскости 
Fig. 2. Two circuits with radii R1 and R2 within one plane 
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Переходя к определению электродинамических 
сил между круговыми соосными контурами при 
протекании токов i1 и i2 (рис. 1), сперва запишем 
выражение для силы взаимодействия f, данное в [3] 
в виде формулы (П.6): 
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где, как и прежде, q = (a + z)/R2. 
Из (14) непосредственно вытекает, что при 

a + z = 0, т.е. для витков, расположенных как на 
рис. 2, сила f = 0. Вместе с тем при q = 1, R1 = R2 = R 
и i1 = i2 = i сила f может быть определена на основа-
нии (14), а именно: 
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Заметим также, что при q = 0 (a + z = 0) выра-
жение (14) обращается в нуль. Знак минус означает, 
что на контуры с током действует сила притяжения. 
Теперь запишем строгое выражение для силы взаи-
модействия двух витков с токами i1 и i2, которое 
представлено ниже следующим образом [9]: 
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и вторая запись для силы f также может быть све-
дена к форме представления, имеющейся в уже 
упомянутой работе М. Гарретта. 

Здесь h – расстояние между плоскостями рас-
положения соосных контуров, R1 и R2 – радиусы 
контуров с токами i1 и i2. 

Преобразованная форма представления (15)  
с точностью до знака может быть записана в виде [4]: 
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Наконец, еще одна компактная формула для  
силы взаимодействия двух витков с токами i1 и i2 
может быть записана в виде [3]: 
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и Q1
1/2(g) – присоединенная функция Лежандра  

второго рода с полуцелым индексом. 
Наибольший интерес в проблеме «wireless 

power application» [5, 10] связан с эффективно-
стью передачи энергии с помощью планарных 
(плоских) катушек с воздушным промежутком 
порядка десятков мм (рис. 4). Развернутое выра-
жение для взаимной индуктивности имеется в [5], 
но в приближении, по которому получена форму-
ла (13). Обращаясь к рис. 3, где показаны две со-

Рис. 3. Две соосные дисковые катушки с числом 
витков N и P с расстоянием h между плоскостями 
их расположения с токами i1 и i2 соответственно 
Fig. 3. Two co-axial disk coils with the number of turns N 
and P and the distance h between planes of their location 
with currents i1 and i2, respectively 
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осные взаимодействующие катушки, можно по-
лучить следующие выражения для коэффициента 
взаимной индукции М и силы взаимодействия f 
при протекании токов i1 и i2: 
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и выражение для силы f: 
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Кривые для М построены на рис. 4. 

Вывод 
Conclusion 
Даны альтернативные выражения для коэффициен-
тов взаимной индукции соосных витков и электро-
динамических сил между ними при протекании 
токов с обобщением на случай соосных планарных 
(плоских) катушек. Представленные результаты 

могут быть использованы при разработке беспро-
водных систем передачи электроэнергии и для дру-
гих практических приложений. 
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