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ДИССИПАТИВНЫЕ СВОЙСТВА  
ТРЕХСЛОЙНЫХ КОМПОЗИТНЫХ СТРУКТУР.  
3. ОБЪЕКТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Объект и цель научной работы. Объектом исследования является трехслойная пластина, образованная дву-
мя жесткими анизотропными слоями и мягким средним изотропным слоем из вязкоупругого полимера. Каждый жест-
кий слой представляет собой анизотропную структуру, формируемую конечным числом произвольно ориентирован-
ных ортотропных вязкоупругих слоев композитов. Цель работы – выбор объектов исследования, демонстрирующих 
основные особенности параметров собственных затухающих колебаний трехслойных пластин. 
Материалы и методы. Качественный анализ систем дифференциальных уравнений, описывающих затухающие 
колебания анизотропных пластин различных составов и структур армирования. 
Основные результаты. В качестве основных объектов исследования рассматриваются две специальные структуры 
армирования жестких слоев, компонуемых из однонаправленных слоев углепластика: симметричная и асимметричная. 
Симметричная структура образована совокупностью однонаправленных слоев углепластика, одинаково ориентирован-
ных относительно глобальных осей этих слоев. В асимметричной структуре однонаправленные слои углепластика ори-
ентированы в противоположных направлениях относительно глобальных осей жестких слоев. 
Приводятся результаты численного исследования параметров динамического отклика квазиоднородной моноклинной 
пластины. Показано, что связанные колебания симметричной трехслойной пластины описываются двумя системами 
дифференциальных уравнений, аналогичными системам уравнений, характерных для затухающих колебаний квазиод-
нородной моноклинной пластины. В то же время связанные колебания асимметричной трехслойной пластины характе-
ризуются двумя системами дифференциальных уравнений, совпадающими с системами дифференциальных уравнений, 
описывающих затухающие колебания глобально ортотропной трехслойной пластины. 
Заключение. В продолжении статьи будет приведено обсуждение результатов численных экспериментов выбран-
ных объектов исследования. 
Ключевые слова: квазиоднородная пластина, симметричная трехслойная пластина, асимметричная трехслойная 
пластина, собственная частота, собственная форма, коэффициент механических потерь, относительная толщина. 
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DISSIPATIVE PROPERTIES  
OF THREE-LAYERED COMPOSITE STRUCTURES.  
3. OBJECTS OF STUDY 
Object and purpose of research. The object of research is a sandwich plate formed by two rigid anisotropic layers 
and a soft isotropic layer of viscoelastic polymer in the middle. Each rigid layer is an anisotropic structure formed by a finite 
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number of arbitrary oriented orthotropic viscoelastic layers of composites. The purpose of work is to choose the objects of re-
search demonstrating main features of parameters of natural decaying oscillation of sandwich plates. 
Materials and methods. Qualitative analysis of differential equations describing decaying oscillations of anisotropic 
plates of various compositions and reinforcement structures. 
Main results. The main objects of research are two special reinforcement structures of rigid layers made up of unidi-
rectional CFRP layers: symmetric and asymmetric structures. The symmetric reinforcement structure of rigid layers  
is formed by an assembly of unidirectional CFRP layers with the same orientation relative to the global axes of these 
layers. In the asymmetric structures the unidirectional CFRP layers are oriented in the opposite directions with respect  
to the global axes of the rigid layers. Results of numerical modeling of quasi-homogeneous monocline plate dynamic 
response are given. It is shown that coupled oscillations of the symmetric sandwich plate are described by two systems  
of differential equations similar to the equation systems that describe decaying oscillations of quasi-homogeneous mono-
cline plate. While the coupled oscillations of the asymmetric sandwich plate are described by two systems of differential 
equations coinciding with the systems of differential equations describing decaying oscillations of globally orthotropic 
sandwich plate. 
Conclusion. Further to this paper, discussion of numerical experiments on chosen objects of research will be given. 
Keywords: quasi-homogeneous plate, symmetric sandwich plate, asymmetric sandwich plate, natural frequency, natural 
mode, loss factor, relative thickness. 
The authors declare no conflicts of interest. 

Введение 
Introduction 

Математическая модель и численный метод реше-
ния дифференциальных уравнений затухающих 
колебаний трехслойных пластин, образованных 
двумя жесткими моноклинными слоями и мягким 
средним изотропным слоем из вязкоупругого по-
лимера [1, 2], позволяют определять параметры 
динамического отклика таких структур – собствен-
ные частоты, собственные формы колебаний, ко-
эффициенты механических потерь. 

Очевидно, что эти параметры зависят от отно-
сительной толщины мягкого слоя вязкоупругого 
полимера h̅, структуры армирования жестких сло-
ев и температуры окружающей среды TС. Много-
образие структур армирования жестких слоев 

трехслойной пластины не оставляет надежд на 
исследование бесконечного множества их воз-
можных вариантов. 

Поэтому далее рассматриваются лишь две 
специальные структуры армирования жестких 
слоев, компонуемых из однонаправленных слоев 
углепластика HMS/DX-209 (h(1) = h(3) = h = a/100 =  
= 0,0016 м = const): симметричная и асимметрич-
ная. Симметричная структура армирования жест-
ких слоев 1 и 3 образована совокупностью одно-
направленных слоев углепластика, ориентиро- 
ванных в направлениях θ(1) = θ(3) = θ (рис. 1а).  
В асимметричной структуре однонаправленные 
слои HMS/DX-209 ориентированы в направлениях 
θ(1) = –θ(3) = θ (рис. 1б). В качестве материала мяг-
кого слоя используется изотропный вязкоупругий 
полимер ВДМ-2. 

а) б) 

Рис. 1. Схема симметричной (а) и асимметричной (б) трехслойных пластин 
Fig. 1. Schematic of symmetric (а) and asymmetric (b) sandwich plates 
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Квазиоднородная пластина 
жесткого слоя 
Quasi-homogeneous plate of rigid layer 

Вначале рассмотрим влияние ориентации армиро-
вания на величины собственных частот и коэффи-
циентов механических потерь квазиоднородной 
пластины из углепластика HMS/DX-209 (a = 0,16 м, 
b = a/4 = 0,04 м, h = 0,0016 м). В этом случае r = 1, 
Blm = 0; E = G = ρ[2] = 0, I1 = 0, и связанная сис- 
тема дифференциальных уравнений колебаний 
трехслойных пластин [1] распадается на две си-
стемы, первая из которых описывает мембранно-
сдвиговые колебания квазиоднородной моноклин-
ной пластины: 
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Вторая система дифференциальных уравнений 
описывает изгибно-крутильные колебания квази- 
однородной моноклинной пластины: 
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Если квазиоднородная пластина ортотропна, то 
A16 = A26 = A45 = D16 = D26 = 0, и система дифферен-
циальных уравнений (1) принимает вид: 
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Также упрощается и система дифференциаль-
ных уравнений (2): 
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Система дифференциальных уравнений (3) 
описывает мембранные и сдвиговые колебания ква-
зиоднородной ортотропной пластины, в то время 
как ее изгибные и крутильные колебания характе-
ризует система дифференциальных уравнений (4). 

При проведении численных исследований  
рассматривались семь низших тонов связанных 
изгибно-крутильных колебаний квазиоднородной  
пластины из однонаправленного углепластика 
HMS/DX-209 (рис. 2). Неклассический вид графи-
ков зависимостей собственных частот fi = fi (θ)  
и коэффициентов механических потерь ηi = ηi (θ) от 
угла ориентации армирования однонаправленного 

углепластика θÎ [0°, 90°] ( 1, 7),i =  представленных 

на рис. 2, свидетельствует о фейерверке эффектов, 
порождаемых связанностью мод колебаний пласти-
ны. Анализ полученных результатов позволил 
установить, что в зависимости от значения угла θ 
каждой моде собственных колебаний соответству-
ют несколько различных собственных форм, по-
рождаемых чередой взаимных трансформаций соб-
ственных форм связанных мод колебаний. 

Для демонстрации описанных эффектов рас-
смотрим последовательность взаимных трансфор-
маций первой и второй связанных мод колебаний, 
графики зависимостей собственных частот fi = fi (θ) 
и коэффициентов механических потерь ηi = ηi (θ) 
(i = 1, 2) которых приведены на рис. 2 (кривые 1, 2). 
На рис. 2а также нанесены графики зависимостей 
парциальных изгибных f̅i = f̅i (θ) и крутильных 
f ̃i = f ̃i (θ) собственных частот (кривые 1, 1 ). Вели-

чины парциальных собственных частот опреде- 
лялись из решения систем дифференциаль- 
ных уравнений (3), (4) по т.н. свободным комплекс-
ным модулям упругости Exx = Exx (θ) и свобод- 
ным комплексным модулям межслойного сдвига 
Gxz = Gxz (θ), Gyz = Gyz (θ). В то же время свободный 
комплексный модуль сдвига в плоскости армирова-
ния Gxy = Gxy (θ) заменялся т.н. чистым комплекс-
ным модулем сдвига в плоскости армирования 
G̅xy (θ) = Gxy (θ)/[1 – μxy,x (θ)·μx,xy (θ)], соответствую-
щим полному «запрещению» изгибных деформаций 
при сдвиге пластины в плоскости армирования. 

Здесь μx,xy(θ), μxy,x(θ) – коэффициенты взаимного 
влияния первого и второго рода слоя полимерных 
композиционных материалов (ПКМ) в локальной 
системе координат. Понятия «свободных» и «чи-
стых» модулей введены Фойгтом [3]. Изменения 
собственных форм низших тонов связанных коле-
баний квазиоднородной пластины из углепластика 
HMS/DX-209 в зависимости от угла ориентации 

а) 

б) 

Рис. 2. Зависимости собственных частот (а),  
коэффициентов механических потерь низших  
тонов (б) связанных изгибно-крутильных  
колебаний квазиоднородной пластины  
от угла ориентации армирования  
однонаправленного углепластика HMS/DX-209 
Fig. 2. Natural frequency of (а) loss factor  
of lower tones (b) coupled flexural vibrations  
of quasi-homogeneous plate versus angle of orientation  
of HMS/DX-209 CFRP reinforcement 
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армирования приведены на рис. 3. Не зависящие от 
ориентации армирования собственные формы пар-
циальных мод колебаний представлены на рис. 4. 

Совместный анализ приведенных на рис. 2–4  
зависимостей позволяет утверждать, что на отрезке  
θÎ [0°, 30°] происходят взаимные трансформации 
собственных форм первой и второй мод связанных 
колебаний. Об этом, в частности, свидетельствует 
появление точки пересечения графиков зависимо-
стей их парциальных изгибных f̅i = f̅i (θ) и крутиль-
ных f ̃i = f ̃i (θ) собственных частот от угла ориентации 
армирования θ (кривые 1, 1  на рис. 2а) внутри обла-

сти, ограниченной функциями f1 = f1(θ) и f2 = f2(θ) 
связанных мод колебаний (кривые 1, 2 на рис. 2а). 

Пересечение графиков функций f̅i = f̅i (θ)  
и f ̃i = f ̃i (θ) в точке θ ≈ 8° свидетельствует, что на 
примыкающем к ней отрезке с нечеткими граница-

ми по оси θ начинается взаимная трансформация 
собственных форм первой и второй связанных мод 
колебаний. Собственная форма первой связанной 
моды, идентифицируемая при θ < 8° как первая  
квазикрутильная, при θ > 8° трансформируется  
в первую квазиизгибную собственную форму. Соб-
ственная форма второй связанной моды, идентифи-
цируемая при θ < 8° как первая квазиизгибная, при 
θ > 8° трансформируется в первую квазикрутиль-
ную собственную форму. 

Аналогичная картина наблюдается и для более 
высоких тонов колебаний. Например, пересечение 
графиков функций f̅2 = f̅2(θ) и f2̃ =f2̃(θ) в точке θ ≈ 11° 
(кривые 2, 2  на рис. 2а) говорит о том, что на при-

мыкающем к ней отрезке изменения θ происходит 
взаимная трансформация собственных форм третьей 
и пятой связанных мод колебаний. При θ > 11° соб-

 θ = 0° θ = 15° θ = 30° θ = 45° θ = 60° θ = 75° θ = 90° 

i = 1 
  

i = 2 
  

i = 3 
  

i = 4 
  

i = 5 
  

i = 6 
  

i = 7 
  

Рис. 3. Зависимость собственных форм связанных мод колебаний квазиоднородной пластины  
от угла ориентации армирования однонаправленного углепластика HMS/DX-209 
Fig. 3. Natural mode shapes of quasi-homogeneous plate coupled oscillations versus angle of orientation of unidirectional  
CFRP HMS/DX-209 

     

 
    

 

Рис. 4. Собственные формы 
парциальных мод колебаний 
квазиоднородной пластины 
из однонаправленного  
углепластика HMS/DX-209 
Fig. 4. Natural partial mode shapes 
of quasi-homogeneous plate made 
of unidirectional CFRP HMS/DX-209 
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ственная форма третьей связанной моды трансфор-
мируется в собственную форму пятой связанной 
моды, а собственная форма пятой связанной моды – 
в собственную форму третьей связанной моды. 

В свою очередь, по мере увеличения угла θ 
функция парциальной изгибной частоты f̅5 = f̅5(θ) 
при θ ≈ 33° пересекается с функцией парциаль- 
ной крутильной частоты f3̃ =f3̃(θ) (кривые 5, 3  на 
рис. 2а), что также подтверждает появление обла-
сти взаимной трансформации четвертой связанной 
(при θÎ [0°, 33°] – первой квазиизгибной относи-
тельно оси x) и пятой связанной (при θÎ [0°, 33°] – 
третьей квазикрутильной относительно оси x) мод 
колебаний. Результатом этой трансформации явля-
ется тождественность собственной формы пятой 
связанной моды при θ = 90° собственной форме 
седьмой связанной моды при θ = 0°. Собственная 
форма седьмой связанной моды в результате вза-
имной трансформации с более высокой связанной 
модой на отрезке с центром в точке θ ≈ 13° (кривые 
3, 3  на рис. 2а) при θ = 90° вырождается в четвер-
тую изгибную моду колебаний относительно оси x. 

Приведенный анализ позволяет заключить, что 
взаимные трансформации собственных форм свя-
занных мод колебаний безопорной квазиоднород-
ной моноклинной прямоугольной пластины возни-
кают в случае, если хотя бы в одном из направле-
ний пластины x или y одна из собственных форм 
характеризуется четным числом четвертей волны,  
а другая собственная форма – нечетным числом 
четвертей волны. 

Симметричная трехслойная 
пластина 
Symmetric sandwich plate 
Перейдем к рассмотрению двух специальных видов 
трехслойных пластин – симметричной и асиммет-
ричной. Квазиоднородные жесткие слои этих пла-
стин имеют одинаковую толщину h(1) = h(3) = h, 
одинаковые инерционные характеристики ρ(1) = 
= ρ(3) = ρ, I0

(1) = I0
(3) = I0 = ρh, I1

(1) = I1
(3) = I1 = 0, 

I2
(1) = I2

(3) = I2 = ρh3/12 и отличаются лишь ориента-
цией армирования углепластика HMS/DX-209.  

В симметричной пластине все слои углеплас- 
тика ориентированы под углами θ(1) = θ(3) = θ  
к направлениям глобальных осей x(1) и x(3) жестких 
слоев 1 и 3 (рис. 1а), а в асимметричной – под  
углами θ(1) = –θ(3) = θ (рис. 1б) к направлениям тех 
же осей. В этом случае справедливы равенства: 

u(1) = u(3) = u, v(1) = v(3) = v, w(1) = w(3) = w,  
α(1) = α(3) = α, β(1) = β(3) = β. 

Для симметричной трехслойной пластины эле-
менты матриц мембранных, смешанных и изгиб-
ных жесткостей жестких слоев связаны соотноше-
ниями: Alm

(1) = Alm
(3) = Alm, Blm

(1) = Blm
(3) = 0, Dlm

(1) = 
= Dlm

(3) = Dlm, подстановка которых в связанную 
систему дифференциальных уравнений колебаний 
трехслойных пластин [1] приводит к двум незави-
симым системам дифференциальных уравнений. 
Первая из этих систем описывает мембранно-
сдвиговые колебания глобально моноклинной трех-
слойной пластины: 
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Вторая система дифференциальных уравнений 
описывает изгибно-крутильные колебания глобаль-
но моноклинной трехслойной пластины: 

44 , , 45 , , 45 , ,

55 , , [2] , , , ,

[2] [2]2
0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

0,
2

y yy y xy x xy

x xx xx yy x y

A w A w A w

G
A w h w w h

h
I w

β α β

α α β

ρ
ω

+ + + + + +

é ù+ + + + - + +ê úë û

æ ö
ç ÷+ + =ç ÷
è ø

   

   



 

11 , 12 , 16 , , 16 ,

26 , 66 , , 45 , 55 ,

2
[2] [2]2

, 2
[2]

( )

( ) ( ) ( )

0,
2 24

xx xy xy xx xy

yy yy xy y x

x

D D D D

D D A w A w

h hGh h
w I

h

α β α β α

β α β β α

ρ
α ω α

+ + + + +

+ + + - + - + -

æ öæ ö
ç ÷ç ÷- - + + =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

   
    

 

 

16 , 26 , 66 , , 12 , 22 ,

26 , , 44 , 45 ,

2
[2] [2]2

, 2
[2]

( )

( ) ( ) ( )

0,
2 24

xx xy xy xx xy yy

yy xy y x

y

D D D D D

D A w A w

h hGh h
w I

h

α β α β α β

α β β α

ρ
β ω β

+ + + + + +

+ + - + - + -

æ öæ ö
ç ÷ç ÷- - + + =ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

    
   

 

 

(5) 

(6) 



Труды Крыловского государственного научного центра. Т. 2, № 400. 2022 
Transactions of the Krylov State Research Centre. Vol. 2, no. 400. 2022 

 57 
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Если жесткие слои симметричной трехслойной 
пластины ортотропны (A16 = A26 = A45 = D16 = 
= D26 = 0), то системы дифференциальных уравне-
ний (5) и (6) упрощаются: 
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Система дифференциальных уравнений (7) 
описывает мембранные и сдвиговые колебания 
глобально ортотропной трехслойной пластины,  
а система дифференциальных уравнений (8) – из- 
гибные и крутильные колебания глобально орто-
тропной трехслойной пластины. 

Асимметричная  
трехслойная пластина 
Asymmetric sandwich plate 

Для асимметричной трехслойной пластины эле-
менты матриц мембранных, смешанных и изгиб-
ных жесткостей жестких слоев связаны соотно- 
шениями: A11

(1) = A11
(3) = A11, A12

(1) = A12
(3) = A12, 

A16
(1) = –A16

(3) = A16, A22
(1) = A22

(3) = A22, A26
(1) = 

= –A26
(3) = A26, A66

(1) = A66
(3) = A66, A44

(1) = A44
(3) = A44, 

A45
(1) = –A45

(3) = A45, A55
(1) = A55

(3) = A55, D11
(1) = 

= D11
(3) = D11, D12

(1) = D12
(3) = D12, D16

(1) = –D16
(3) = 

= D16, D22
(1) = D22

(3) = D22, D26
(1) = –D26

(3) = D26, 
D66

(1) = D66
(3) = D66. 

Подстановка этих соотношений в связанную 
систему дифференциальных уравнений колебаний 
трехслойных пластин [1] приводит к ее разделению 
на две независимые системы. Первая из них, опи-
сывающая мембранные и сдвиговые колебания 
асимметричной трехслойной пластины, совпадает  
с системой дифференциальных уравнений (7), опи-
сывающей мембранные и сдвиговые колебания 
глобально ортотропной трехслойной пластины. 
Вторая система, описывающая изгибные и кру-
тильные колебания асимметричной трехслойной 
пластины, совпадает с системой дифференциаль-
ных уравнений (8), описывающей изгибные и кру-
тильные колебания глобально ортотропной трех-
слойной пластины. 

(7) 



Труды Крыловского государственного научного центра. Т. 2, № 400. 2022 
Transactions of the Krylov State Research Centre. Vol. 2, no. 400. 2022 

58  

Заключение 
Conclusion 

Таким образом, связанные затухающие колебания 
симметричной трехслойной пластины описываются 
двумя системами дифференциальных уравнений (5), 
(6), структуры которых близки структурам систем 
соответствующих дифференциальных уравнений, 
описывающих затухающие колебания квазиодно-
родной моноклинной пластины, – (1), (2). 

В то же время связанные затухающие колеба-
ния асимметричной трехслойной пластины описы-
ваются двумя системами дифференциальных урав-
нений (7), (8), совпадающими с системами соответ-
ствующих дифференциальных уравнений, описы-
вающих затухающие колебания глобально орто-
тропной трехслойной пластины. 
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