
Труды Крыловского государственного научного центра. Т. 1, № 407. 2024 
Transactions of the Krylov State Research Centre. Vol. 1, no. 407. 2024 

УДК 537.612+537.621.5 
EDN: TKJVFU 

А.Я. Лаповок, Н.Л. Судов 
ФГУП «Крыловский государственный научный центр», Санкт-Петербург, Россия 

МАГНИТНЫЙ МОМЕНТ ПРОВОДЯЩЕГО ВРАЩАЮЩЕГОСЯ 
В ПОПЕРЕЧНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ ТЕЛА 
Объект и цель научной работы. Вычисление дипольного магнитного момента металлического тела, враща-
ющегося в постоянном магнитном поле, направленном перпендикулярно оси вращения. 
Материалы и методы. Численные методы расчета магнитного поля вихревых токов и намагниченности. 
Основные результаты. В статье предложен метод расчета дипольного магнитного момента тела, вращающего-
ся в постоянном магнитном поле, на основе вычисления магнитного момента покоящегося тела, помещенного в пере-
менное магнитное поле. Для тестирования метода использовано прямое решение исходной задачи методом конечных 
элементов во временной области. 
Заключение. Полученные результаты позволяют оценить постоянную и переменную составляющую дипольного 
магнитного момента, возникающего при вращении проводящего тела с произвольной геометрией в постоянном маг-
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Object and purpose of research. Calculation of the magnetic dipole moment induced in the metallic body rotating 
in a constant magnetic field directed perpendicular to the rotation axis. 
Materials and methods. Numerical methods of computation of magnetic fields caused by eddy currents and magnetization. 
Main results. The paper proposes a magnetic dipole moment calculation method for a body rotating in a constant magnetic 
field. The method is based on the computation of the magnetic moment of the body in rest placed in the alternating magnetic 
field. For method testing we use a direct finite-element solution of the initial problem in the time-domain. 
Conclusion. The obtained results allow estimating the stationary and alternating components of the magnetic dipole mo-
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Введение 
Introduction 

Точное аналитическое решение задачи о вихревых 
токах в проводящем теле, вращающемся в постоян-
ном поперечном магнитном поле, получено для бес-

конечного кругового цилиндра [1]. В [1] упоминается 
возможность решения задачи во вращающейся систе-
ме координат, в которой тело неподвижно, а вращает-
ся внешнее магнитное поле. Мы используем данную 
возможность для численного расчета поперечного 
магнитного дипольного момента произвольного тела. 

Для цитирования: Лаповок А.Я., Судов Н.Л. Магнитный момент проводящего вращающегося в поперечном маг-
нитном поле тела. Труды Крыловского государственного научного центра. 2024; 1(407): 88–92. 
For citations: Lapovok A.Ya., Sudov N.L. Magnetic moment of a conducting body rotating in a transverse magnetic field. 
Transactions of the Krylov State Research Centre. 2024; 1(407): 88–92 (in Russian). 
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В первом разделе статьи приведена физико-
математическая формулировка задачи расчета мо-
мента и выведена формула, связывающая постоян-
ный и переменный момент вращающегося тела  
с моментами неподвижного тела в двух синусои-
дально изменяющихся во времени взаимно ортого-
нальных магнитных полях. 

Второй раздел посвящен валидации метода 
расчета моментов на основе сравнения моментов, 
найденных с помощью выведенной формулы,  
с моментами, полученными непосредственным 
моделированием магнитного поля вращающегося 
тела методом конечных элементов во временной 
области. 

В третьем разделе разработанный метод приме-
нен для расчета магнитного момента вихревых то-
ков, возникающих при вращении гребного винта 
корабля в магнитном поле Земли. Показано, что 
переменный момент, являющийся источником 
низкочастотного электромагнитного поля корабля, 
возникает только в случае двухлопастного винта. 

Формулировка задачи 
Problem formulation 

Рассмотрим металлическое тело c электропроводи-
мостью σ и магнитной проницаемостью μ, враща-
ющееся с постоянной угловой скоростью ω = 2πf 
вокруг продольной оси z в поперечном магнитном 
поле H0 = H0 ey (рис. 1). 

В начальный момент времени t = 0 вращающая-
ся система координат x', y', связанная с телом, по-
вернута на угол φ относительно неподвижной си-
стемы координат x, y, связанной с наблюдателем. 
Требуется найти составляющие My, Mx поперечного 
дипольного магнитного момента тела в непо-
движной системе координат. Эффекты, связанные  
с вращением постоянной намагниченности и изме-
нением продольной индуктивной намагниченности 
при вращении тела, не учитываются. 

Обозначим α = ωt + φ.  
Используя ey = ey' cosα + ex' sinα, получим 

0 0 0 ( cos sin ).y y' y'H H α α  H e e e  (1) 

Пусть известны: 
Myy ey' + Mxy ex' – комплексная амплитуда магнитного 
момента неподвижного тела в переменном поле 
H0 ey' eiωt, 
Mxx ex' + Myx ey' – амплитуда магнитного момента 
тела в поле H0 ex' eiωt. 

Можно убедиться, что Myx = Mxy. 

C учетом (1) определим момент тела во враща-
ющейся системе координат x', y': 

,y' y' x' x'' M M M e e  

где 
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В неподвижной системе координат 

,y y x xM M M e e  
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Подставляя (2) в (3) и производя элементарные 
преобразования, окончательно получим 

(2 2 )| | ,
2

yy xx i t
y x

M M
M iM C e ω ϕ ψ  

    (4) 

где 

,
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
   arg .Cψ   

Из формулы (4) следует: 
1. При вращении проводящего тела в поперечном 

магнитном поле H0 ey неподвижный наблюда-
тель регистрирует постоянный во времени ди-
польный магнитный момент с составляющими 
My

(0) = 0,5Re(Myy + Mxx), Mx
(0) = 0,5Im(Myy + Mxx), 

где Myy и Mxx – комплексные амплитуды ди-

Рис. 1. Вращение тела в поперечном  
магнитном поле 
Fig. 1. Rotation of a body in a transverse magnetic field 
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польных моментов неподвижного тела в двух 
ортогональных переменных полях с временной 
зависимостью H0 eiωt. 

2. Переменный дипольный магнитный момент 
вращающегося тела наблюдается только на 
второй гармонике частоты вращения. Состав-
ляющие момента My

(2), Mx
(2) имеют одинако-

вую амплитуду |C| и выражаются как ортого-
нальные проекции постоянного магнитного 
момента величиной |C|, вращающегося с угло-
вой скоростью 2ω противоположно направле-
нию вращения тела. 
Переменные составляющие момента равны ну-
лю, если одновременно выполняются два усло-
вия: а) тело имеет симметрию поворота на 90° 
(Myy = Mxx); б) отсутствует перекрестный маг-
нитный момент тела в ортогональных полях 
(Mxy = 0). 

3. Величины постоянного и переменного диполь-
ного магнитного момента вращающегося тела 
не зависят от положения центра вращения. 

Численные результаты 
Numerical results 

Для проверки формулы (4) рассмотрены двухмер-
ные (2D) задачи о вращении цилиндрических тел  
с поперечным сечением круг, квадрат, равносто-
ронний треугольник и прямоугольник в магнитном 
поле H0 = 1 А/м. Материал тел – сталь с электро-
проводимостью σ = 5Е6 См/м и относительной маг-
нитной проницаемостью μ/μ0 = 200. 

2D-моделирование магнитного поля вращаю-
щихся тел выполнено в конечно-элементном паке-
те Comsol Multiphysics [2]. Решение произведено 
во временной области (шагами по времени)  
с включением внешнего магнитного поля в мо-
мент времени t = 0. Переходный процесс установ-
ления магнитных моментов тела иллюстрируется 
на рис. 2 (см. вклейку). 

Линии потока магнитной индукции и распреде-
ление вихревых токов в установившемся режиме 
после затухания переходного процесса (t = 5 с) при-
ведены на рис. 3 (см. вклейку). Для кругового ци-
линдра на вставке (левый верхний график, слева 
вверху) показаны линии потока в точном решении. 

Для определения дипольных магнитных момен-
тов Myy, Mxx, Mxy неподвижных тел в ортогональных 
магнитных полях, синусоидально изменяющихся во 
времени с угловой частотой ω, применен 2D-метод 
интегральных уравнений (МИУ) с импедансными 
граничными условиями [3]. 

В табл. 1 (см. вклейку) постоянные и перемен-
ные магнитные моменты, полученные в Comsol, 
сравниваются с моментами, рассчитанными с по-
мощью МИУ и формулы (4). Практическое совпа-
дение моментов, найденных разными методами, 
подтверждает правильность формулы (4). 

Магнитный момент гребного 
винта, вращающегося  
в магнитном поле Земли 
Magnetic moment of marine propeller rotating  
in the Earth magnetic field 

В качестве одного из источников низкочастотного 
электромагнитного поля корабля (НЭМПК) рас-
сматриваются вихревые токи, индуцируемые в ло-
пастях гребного винта при его вращении в магнит-
ном поле Земли [4]. В [4] приведена приближенная 
формула для расчета переменного дипольного маг-
нитного момента лопасти как момента вихревых 
токов эквивалентного диска радиуса R. Нормаль  
к поверхности эквивалентного диска лежит в плос-
кости, перпендикулярной оси вращения. Магнит-
ный момент диска определен без учета поперечно-
го скин-эффекта – неравномерного распределения 
вихревого тока по толщине диска. Магнитное поле 
винта с N лопастями рассчитывается как суммарное 
поле N точечных магнитных диполей, размещенных 
по окружности на расстоянии R от оси вращения. 

Применяя формулу (4) по отдельности для каж-
дой лопасти с номером n, расположенной под углом 

2 ,n
N
πϕ   получим суммарный переменный момент 

N лопастей: 
2(2 2 )(2) (2)

1| |
i t nN N
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π
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за исключением случая N = 2, когда q = 1. Таким 
образом, рассматриваемый источник НЭМПК ак-
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туален только для двухлопастных винтов, редко 
применяемых в судостроении. 

В качестве примера на рис. 4 (см. вклейку) по-
казаны распределения вихревых токов для трехло-
пастного гребного винта, полученные в программе 
STAR3D High Frequency [5]. Винт находится  
в вертикальном переменном поле частотой 5 Гц. 
Материал винта немагнитный (μ = μ0) с электро-
проводимостью σ = 4Е7 См/м. Хорошо видно, что 
вихревые токи в основном индуцируются на за-
мкнутой поверхности ступицы и в корневой части 
лопастей. На кромках лопасти распределение то-
ков неравномерно, но в целом похоже на распре-
деление токов по окружности в модели эквива-
лентного диска. 

При амплитуде вертикального поля 50 A/м 
(магнитное поле Земли на широте Санкт-Петер- 
бурга) комплексная амплитуда вертикальной со-
ставляющей момента для модели на рис. 4а рав- 
на (–26,97 – i·2,79) А·м2. Для модели на рис. 4б, 
повернутой на 90°, амплитуда момента равна  
(–26,95 – i·2,80) А·м2. Таким образом, гребной винт 
имеет симметрию поворота на 90° по отношению  
к магнитному моменту. Амплитуда перекрестной 
составляющей момента равна (–0,014 – i·0,004) А·м2, 
практически нулю. В результате, в соответствии  
с формулой (4), суммарный переменный дипольный 
магнитный момент винта при его вращении в попе-
речном магнитном поле равен нулю. 

Заключение 
Conclusion 

Полученные результаты позволяют оценить по-
стоянную и переменную составляющие дипольно-
го магнитного момента, возникающего при враще-
нии проводящего тела с произвольной геометрией  
в постоянном магнитном поле. 
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