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И ЖЕСТКОЙ ГРАНИЦАМИ 
Объект и цель научной работы. В работе рассматривается динамика вязкого несжимаемого слоя, ограни-
ченного с одной стороны изгибно колеблющейся пластиной, а с другой – неподвижной стенкой. 
Материалы и методы. Исследование проводится на основании решения линеаризованного уравнения Навье – 
Стокса, описывающего динамику вязкой несжимаемой жидкости. 
Основные результаты. Вычислены удельное механическое сопротивление слоя колеблющейся пластине 
и коэффициент потерь в пластине, вызванных движением вязкого слоя. 
Заключение. Показано, что механическое сопротивление увеличивается с уменьшением волнового размера тол-
щины слоя, причем реактивная часть сопротивления растет обратно пропорционально kH, а активная часть – обратно 
пропорционально кубу kH. С увеличением толщины слоя решение асимптотически сходится к известному, полученно-
му для случая полубесконечного слоя. 
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Повышение потерь колебательной энергии в инже-
нерных конструкциях является одним из основных 
направлений уменьшения вибрации и звукоизлуче-
ния [1]. Оно достигается, в частности, установкой 
на изгибно колеблющиеся пластинчатые элементы 
конструкции более тонких, чем они, накладных 
листов. Улучшение акустических характеристик 
конструкций объясняется сухим трением контакти-
рующих участков поверхностей и вязкими потеря-
ми при перекачке воздуха в зазорах между указан-
ными поверхностями. 

Целью настоящей работы является исследова-
ние потерь колебательной энергии в вязком несжи-
маемом слое с одной колеблющейся (тонкий 
накладной лист) и другой жесткой (более толстая 
демпфируемая конструкция) границами. 

Рассмотрим колебательное движение вязкой 
несжимаемой среды, заполняющей слой H ≥ y ≥ 0. 
Будем считать, что слой ограничен плоской поверх-
ностью y = 0, по которой в положительном направ-
лении оси x распространяется незатухающая волна 
поперечных деформаций со смещением в форме 
ξ(x, t) = ξ0exp[i(kx – ωt)], и жесткой стенкой, распо-
ложенной в плоскости y = H (ξ0 – амплитудное зна-
чение; k = 2π/λ – волновое число деформаций, 
например изгибных колебаний тонкой пластины, 
ограничивающей слой; ω – круговая частота; x и t – 
пространственная и временная координаты). 

Для нахождения тангенциальной u и нормаль-
ной υ к колеблющейся поверхности компонент ско-
рости среды с плотностью ρ и коэффициентом ки-
нематической вязкости ν используем линейные 
уравнения движения вязкой несжимаемой среды 
(уравнения Навье – Стокса в предположении мало-
сти колебательных скоростей среды) 
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а также уравнение неразрывности 
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Граничные условия, отражающие непрерыв-
ность колебательной скорости на поверхности y = 0, 
в том числе невозможность скольжения частиц сре-
ды вдоль этой поверхности, и отсутствие движения 
среды на жесткой стенке, запишем в форме 
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Исключая из уравнений (1) давление p, имеем 
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Компоненты колебательной скорости u и υ вы-
разим через функцию тока 

[ ]( , , ) ( ) exp ( ) ,x y t y i kx tΨ ϕ ω= -  

удовлетворяющую уравнению неразрывности (2): 
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Подставив эти значения в уравнение (4) 
и, исключив экспоненциальный множитель 
exp[i(kx – ωt)], получим следующее уравнение 
для функции φ(y): 
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Его решение запишем в виде 

1 2( ) exp( ) exp( )y A ky A kyϕ = + - +  

3 42 2 2 2

2 2
exp 1 exp 1 ,

i iA ky A ky
k kδ δ

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷+ - + - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 (6) 

где 2 /δ ν ω=  – толщина слоя (глубина про- 
никновения), в котором при отсутствии жесткой 
стенки вязкость полупространства несжимаемой 
среды оказывает наибольшее влияние на ампли-
туду и фазу тангенциальной составляющей ско-
рости [2]. 

С использованием (6), (5) и (1) получим 
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Выражение удельного механического сопро-
тивления среды Z колебаниям пластины, необхо- 
димое для оценки потерь колебательной энергии 
в слое, может быть записано в виде 
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Коэффициенты A1–A4 находим с использовани-
ем (7) и граничных условий (3). 

Обозначая 

0

,
/

j
j

A
k

α
ξ ω

=  1...4,j =  
2 2

2
1 ,

ib
k δ

= -  

получим систему 
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Подставив в (8) коэффициенты Aj, выраженные 
с использованием решений системы (9)–(12), и про-
ведя алгебраические преобразования, получим 
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Численные величины действительной и мни-
мой частей безразмерного удельного механиче-

ского сопротивления 
/

Z
k

ζ
ωρ

=  среды колеба- 

ниям пластины приведены на рис. 1. Расчеты 
выполнены для случаев распространения изгиб-
ной волны по металлической пластине толщи- 
ной h = 10–3 м, граничащей, соответственно, 

с воздухом (ν = 1,4·10–5 м2/с) и, одной поверхно-
стью, с глицерином (ν = 7·10–4 м2/с). С уче- 
том зависимости длины изгибной волны λи от 
толщины металлической пластины и частоты, 

2
и / (2 ) 10 /k h fλ π= =  (h – в м, f – в Гц), без-

размерная величина 2 /kb k ν ω=  принималась 
равной 0,004 (воздух) и 0,0296 (глицерин). 

Как видно из рисунка, мнимая часть без- 
размерного сопротивления колебаниям пластины 
со стороны как глицерина, так и воздуха описы-
вается практически одной и той же кривой. Зна-
чения вещественной части сопротивления ζ слоя 
глицерина существенно больше соответствую-
щих значений сопротивления слоя воздуха.  
При этом в обоих случаях величина |ζ| при уве- 
личении волновой толщины kH слоя среды при-
нимает практически постоянное значение, что 
свидетельствует об отсутствии влияния возрас-
тающей части толщины слоя на происходящие 
в нем процессы. 

При kH → ∞ выражение (13) может быть пре-
образовано к виду 
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th thkH kH
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k bkH b kH
ωρ
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В случае изгибных колебаний металлических 
пластин толщиной h не более 10−2 м на границе 
большинства существующих газов и жидкостей, 
кинематическая вязкость которых находится в пре-
делах  от  10−6  до  10−3 м2/с,  безразмерная величина 
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Рис. 1. Действительная и мнимая части 
безразмерного удельного механического 
сопротивления ζ колебаниям пластины слоя 
глицерина и воздуха 
Fig. 1. Real and imaginary parts of non-dimensional 
specific mechanical resistance ζ of a plate vibrating 
between glycerine and air 
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kδ << 1, а выражение параметра b может быть запи-
сано в виде 
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С использованием (15) имеем 
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Полученное выражение совпадает с извест-
ным [3, 4] решением уравнений (1), (2) при по- 
перечной деформации поверхности полупро-
странства вязкой несжимаемой среды. Учитывая 
kδ << 1, делаем вывод, что величина Z при боль-
ших толщинах слоя определяется преимуще-
ственно мнимой частью, имеющей физический 
смысл присоединенной массы среды, колеблю-
щейся вместе с границей. 

Обращаясь к рис. 1, видим, что при уменьше-
нии толщины слоя в сравнении с H ≈ 2/k наблюда-
ется увеличение как вещественной, так и мнимой 
частей безразмерного удельного механического 
сопротивления ζ. При этом первая (активные поте-
ри колеблющейся поверхности) растет быстрее. 
Разлагая Z в ряд при kH << 1, 

2 2
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получаем, что его мнимая и вещественная части 
пропорциональны ~(kH)–1 и ~(kH)–3 соответственно. 
При значениях kH < 0,01 (воздух) и kH < 0,1 (гли-
церин) активное сопротивление среды оказывается 
больше реактивного, пропорционального величине 
присоединенной массы. 

Выражение коэффициента потерь η изгибно ко-
леблющейся пластины с массой единицы площади 
m0 = ρ0h (ρ0 – плотность материала в кг/м3) можно 
записать в виде отношения вещественной части 
сопротивления Z к его мнимой части [1]: 

0

Re
.

Im

Z
Z m

η
ω

=
+

 (18) 

Численные значения η в функции от kH 
для случая изгибных колебаний стальной 
(ρ0 = 7800 кг/м3) пластины толщиной h = 10–3 м, 
находящейся на границе слоя воздуха и глицерина, 
приведены на рис. 2. При малых значениях безраз-
мерной толщины kH слоя глицерина значения η 
больше единицы, что связано, видимо, со сменой 
колебательного процесса на быстро затухающее 
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Рис. 2. Коэффициент потерь пластины  
на границе слоя глицерина и воздуха 
Fig. 2. Loss coefficient of the plate at glycerine-air boundary 

Рис. 3. Коэффициент потерь пластины,  
граничащей со слоем воздуха 
Fig. 3. Loss coefficient of the plate at the air border 
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Рис. 4. Коэффициент потерь пластины,  
граничащей со слоем глицерина 
Fig. 4. Loss coefficient of the plate at the glycerine border 
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неволновое движение пластины относительно по-
ложения равновесия. 

Частотные зависимости η при изгибных коле-
баниях стальной пластины указанной толщины на 
границе слоя воздуха и глицерина толщиной H, 
равной 10−3, 10−2, 10−1 м и H = ∞, приведены на 
рис. 3 и 4 соответственно. 

Обращаясь к рисункам, видим, что значения η 
растут с уменьшением не только толщины слоя, но 
и частоты колебаний пластины. Физически это мо-
жет быть объяснено невозможностью существова-
ния при η > 1 низкочастотных колебательных про-
цессов в пластине, находящейся на малом расстоя-
нии от жесткой стенки. При этом в случае слоя 
глицерина указанное явление возникает в суще-
ственно более широком диапазоне частот, чем при 
колебаниях пластины на границе слоя воздуха с той 
же толщиной. 

Полученные результаты могут быть использо-
ваны при разработке средств вибродемпфирования 
конструкций, содержащих близко расположенные 
тонкие, в сравнении с ними, накладные листы. 
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