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БАТИМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ  
ТУРБИДНОСТИ ВОД В ВОДОЕМАХ 
Объект и цель научной работы. Исследование степени загрязнения водоемов лазерным лучом должно быть 
осуществлено в нескольких точках и, в частном случае, по направлению движения носителя лидара на борту. Одното-
чечные измерения могут дать недостоверный результат в силу зависимости от погодных условий, взволнованности 
водной среды и ее затухания при исследовании лазерным лучом, а также других причин. 
Составлена задача оптимизации маршрутных экологических батиметрических измерений на водоемах. Цель – нахож-
дение такой оптимальной взаимосвязи функций зависимости мощности исходного сигнала, коэффициента ослабления 
и глубины водоема от пройденного пути, при которой можно достичь экстремального объема информации в процессе 
батиметрических измерений по маршруту. 
Материалы и методы. С учетом экспоненциальной зависимости сигнала батометра от глубины водоема, зату-
хания луча лазера и линейной зависимости от коэффициента объемного рассеяния оптимизирована процедура марш-
рутных измерений над водоемом, когда все эти три показателя оказываются зависимыми от геометрического показате-
ля точки проведения измерений. Оптимизация осуществлена методом безусловной вариационной оптимизации. 
Основные результаты. Проанализированы оптимальные попарные соотношения указанных показателей при 
условии постоянства третьего показателя по маршруту. Показано, что полученные соотношения экстремального режи-
ма обеспечивают не максимум, а минимум соответствующих целевых функционалов. Дано заключение о том, что на 
практике указанных соотношений показателей следует максимально избегать. 
Заключение. Полученные результаты позволяют выбрать такое соотношение основных показателей проводимых 
батиметрических измерений, при котором исключается случай достижения минимальной информативности результа-
тов измерений. Таким образом, определена четкая грань выбора взаимосвязанных показателей проводимых батимет-
рических измерений. 
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BATYMETRIC METHOD OF WATER 
TURBIDITY SURVEYS 
Object and purpose of research. Laser-based turbidity surveys of water areas must be carried out at several points 
and, in a particular case, co-directionally with the trajectory of instrumentation lidar movement because single-point results 
might be unreliable due to, e.g., bad weather or strong waves, or due to high instability of such water properties as laser decay, 
etc. The purpose of this study was to work out optimal routes for environmental bathymetric measurements at water bodies, so 
as to find an optimal balance between initial signal power, decay coefficient and water depth per unit distance that would offer 
the greatest scope of bathymetric data gathered along the way. 
Materials and methods. Bathymetric signal in water changes exponentially with depth, whereas laser beam tends to 
decay linearly. Keeping all this in mind, this paper suggests an optimized procedure of measurement routes along the water 
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body, when these three parameters become dependent on geometric characteristic of measurement point. The optimization 
was performed as per the method of unconditional variational optimization. 
Main results. The study analyses optimal combinations between the couples of these parameters, the third one re-
maining constant all along the way. It is shown that obtained extreme combinations ensure not the maximum but the 
minimum of corresponding target functions. Therefore, in practice these extreme combinations must be thoroughly 
avoided. 
Conclusion. The results of this study make it possible to select a combination of main parameters for bathymetric sur-
veys that keeps measurement results informative. Therefore, this paper clearly explains how to select interconnected combi-
nations of these parameters during bathymetric measurements. 
Keywords: bathymetry, optimization, decay, dissipation, route measurements. 
The author declares no conflicts of interest. 

Введение 
Introduction 

Хорошо известно, что неглубокие водоемы могут 
быть исследованы на предмет изучения степени их 
загрязненности с применением методов батиметрии, 
используя лидары, установленные на летательных 
средствах [1, 2]. Физически лазерный луч, направ-
ленный на толщу воды, подвергается отражению, 
рассеянию и постепенному ослаблению по интен-
сивности. При этом степень ослабления луча напря-
мую зависит от уровня загрязненности воды [3]. 

С экологической точки зрения, исследование 
степени загрязнения водоемов должно быть осу-
ществлено в нескольких точках и, в частном случае, 
по направлению движения носителя лидара на бор-
ту. Одноточечные измерения могут дать недосто-
верный результат по нескольким причинам: зави-
симость от погодных условий, взволнованность 
водной среды, связность таких показателей водной 
среды, исследуемой лазерным лучом, как затуха-
ние, обратное рассеяние, коэффициенты поглоще-
ния и рассеяния [4, 5]. 

В работе [6] показано, что приемный сигнал  
в лазерной батиметрии может быть аппроксимиро-
ван экспоненциальной функцией. Вместе с тем экс-

поненциальная аппроксимация не может отразить 
отражение от дна водоема, искажение данных  
о загрязненности водоема из-за воздействия шумов, 
распространение лазерного луча под углом, а не  
в перпендикулярном направлении к поверхности 
водоема и другие эффекты. 

В общем случае форма батиметрического сиг-
нала, полученного при исследовании водоемов 
лазерным лучом, формируется в результате взаи-
модействия луча с водной поверхностью, водной 
колонной и дном водоема [6, 7]. Из работ [8, 9] 
следует, что коэффициент объемного экспоненци-
ального затухания характеризует объемный коэф-
фициент абсорбции, а также диффузный коэффи-
циент ослабления. 

Как показано в работах [10, 11], обратное рас-
сеяние лазерного луча в водной колонне может 
быть аппроксимировано экспонентой. В работе [12] 
предложено следующее выражение для вычисления 
сигнала обратного объемного рассеяния: 

f(x) = b·exp(–kx), (1) 

где x – глубина водоема; b – коэффициент обратно-
го рассеяния; k – коэффициент объемного экспо-
ненциального затухания. 

На рис. 1 приведено графическое отображение 
сигнала, аппроксимируемого выражением (1). 

Как отмечено выше, с экологической точки 
зрения проводимые мониторинговые измерения 
должны быть многомерными в геометрическом 
смысле, т.е. содержать измерительные данные по 
нескольким координатным направлениям. В пред-
лагаемом методе маршрутных батиметрических 
измерений (рис. 2) по мере движения носителя ли-
дара по направлению R сигнал f(x), получаемый на 
борту, неявным образом отображает такие данные, 
как b = bBS (R); K = b(R); x = x(R), где b(R) – функция 
изменения сигнала обратного рассеяния по марш-
руту передвижения носителя; k(R) – изменение за-
тухания по маршруту; x(R) – изменение глубины 
водоема по маршруту.  

Рис. 1. Графическое отображение функции (1) 
Fig. 1. Plot of function (1) 

142  



Труды Крыловского государственного научного центра. Т. 1, № 407. 2024 
Transactions of the Krylov State Research Centre. Vol. 1, no. 407. 2024 

Целью проводимого исследования является 
определение взаимных соотношений функций b(R), 
k(R), x(R), при которых информативность результа-
тов проводимых измерений достигает экстремаль-
ной величины. 

Материалы и методы 
Materials and methods 

Исследуем экстремальный режим батиметрических 
маршрутных измерений на геометрическом проме-
жутке R = 0 – Rmax. Целью является определение 
парных соотношений между k(R), b(R) и x(R),  
а также между x(R) и k(R) при постоянстве третьей 
функции, рассматриваемой в каждой из вышеука-
занных задач в качестве постоянной величины. 

Рассмотрим задачу вычисления оптимального 
соотношения между k(R) и bBS (R) при x(R) = const. 
Применительно к функции k(R) примем следующее 
ограничительное условие 

max
10

( ) ;R k R dR C  С1 = const. (2) 

Геометрическая интерпретация условия (2) 
приведена на рис. 3. 

На базе (1) с учетом вышеприведенных допу-
щений сформируем следующий функционал: 

max
11 0

( ) exp[ ( ) ] .RF b R k R x dR   (3) 

С учетом выражений (2) и (3) сформируем  
вариационную оптимизационную задачу, целевой 
функционал которой имеет вид: 

max
12 0

( ) exp[ ( ) ]RF b R k R x dR    

max
10

( ) ,R k R dR Cλ       (4) 

где λ – множитель Лагранжа. 

Согласно уравнению Эйлера, решение задачи (4) 
может быть вычислено по условию 

{ ( ) exp[ ( ) ] ( )} 0.
( )

d b R k R x k R
dk R

λ 
  (5) 

Из условия (5) получаем: 

–b(R) exp[–k(R)x]x + λ = 0. (6) 

Из (6) находим 

exp[ ( ) ] .
( )

k R x
b R x

λ
   (7) 

Из (7) получаем 

1 ( )( ) ln .b R xk R
x λ

  (8) 

Рис. 2. Метод маршрутных  
батиметрических измерений 
Fig. 2. Method of route bathymetric  
measurements 

Рис. 3. Геометрическая интерпретация условия 
ограничения (2) 
Fig. 3. Geometric interpretation for Restriction (2) 
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C учетом (2) и (8) имеем 

max
10

1 ( )ln .R b R x dR C
x λ

  (9) 

Из (9) находим 

max max
10

[ln ]1 ln ( ) .R R
b R xdR C

x x
λ

   (10) 

Из (10) получаем 

max 1
0

max max

1ln ln ( ) .R C xb R xdR
R R

λ    (11) 

Из (11) окончательно получаем 

max
10

max

1exp ln ( ) .R b R xdR C x
R

λ
 
  
  

  (12) 

С учетом (8) и (12) получим 

max
10

max

1 ( )( ) ln .
1exp ln ( )R

b R xk R
x

b R xdR C x
R


 
 
  


 (13) 

Следовательно, при условии x = const логариф-
мическая зависимость между k(R) и b(R) может 
обеспечить экстремальный режим проводимых ба-
тиметрических измерений. Однако при этом целе-
вой функционал F12 достигает минимума, т.к. вто-
рая производная γ интегранта в (4) в виде 

2

2
{ ( ) exp[ ( ) ] ( )}.

( )
d b R k R x k R

dk R
λγ  

  

всегда оказывается положительной величиной. 
Следовательно, в рассматриваемом режиме 

экологических батиметрических измерений следует 
избегать логарифмического соотношения между 
k(R) и b(R) в виде (13). 

Отметим, что симметричность формулы (1)  
относительно k и x позволяет нам без подобного 
вышеприведенного анализа определить целевой 
функционал задачи определения оптимального со-
отношения между k(R) и b(R) при k = const в следу-
ющем виде: 

max
21 20

( ) ,RF x R dR C   (14) 

max
22 0

( ) exp[ ( )]RF b R kx R dR    

max
20

( ) .R x R dR Cλ       (15) 

Решение (15) будет иметь вид: 

max
20

max

1 ( )( ) ln .
1exp ln ( )R

b R kx R
k

b R k dR C x
R

 
 
 
  


 (16) 

При решении (16) функционал (15) также будет 
достигать минимума. Следовательно, при осу-
ществлении маршрутных батиметрических измере-
ний подобного рода также следует избегать зави-
симости логарифмического вида типа (16). 

Рассмотрим задачу вычисления оптимального 
соотношения между k(R) и x(R) при b = const. При 
условии 

max
30

( ) ;R x R dR C  C3 = const (17) 

целевой функционал F3 запишем в виде 

max
3 0

( ) exp[ ( )]RF b R kx R dR    

max
30

( ) .R x R dR Cλ       (18) 

Решение (18) по условию уравнения Эйлера дает 

– bk(R) exp[–k(R)·x(R)] + λ = 0. (19) 

Из (19) имеем 

exp[ ( ) ( )] .
( )

k R x R
bk R

λ
    (20) 

Из (20) находим 

( ) ( ) ln .
( )

k R x R
bk R

λ
    (21) 

Из (21) получим 

1( ) ln .
( ) ( )

x R
k R bk R

λ 
  
  

 (22) 

Вычислим λ. 
С учетом (17) и (22) получим 

max
0

( ) exp[ ( )] .R b R kx R dR  (23) 

Из (23) находим 

max max
30 0

1 lnln[ ( )] .
( ) ( )

R Rbk R dR dR C
k R k R

λ
    (24) 
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Из (24) имеем 

max max
30 0

1ln ln[ ( )] .
( ) ( )

R RdR bk R dR C
k R k R

λ     (25) 

Из (25) получим 

max

max

30

0

1 ln[ ( )]
( )exp .

( )

R

R

bk R dR C
k R

dR
k R

λ

 
 

   
 
  




 (26) 

Как видно из вышеприведенного решения, при 
условиях (22) и (26) функционал (18) также дости-
гает минимума. Следовательно, при проведении ана-
логичных батиметрических измерений условия (22) 
следует избегать. 

Отметим, что из-за симметричности в отноше-
нии k и x, приняв условие 

max
40

( ) ;R k R dR C  C4 = const, 

можно составить целевой функционал 

max
3 0

exp[ ( ) ( )]RF b k R x R dR    

max
40

( )R k R dR Cλ       (27) 

и аналогично (22) и (26) записать решение (27) 

1 ( )( ) ln ,
( )

bx Rk R
x R λ

   (28) 

max

max

40

0

( )ln
( )exp .

( )

R

R

bx R dR C
x R

dR
x R

λ

 
 

   
 
  




 (29) 

Заключение 
Conclusion 

Сформулирована и решена задача оптимизации 
маршрутных экологических батиметрических из-
мерений. В качестве основы взято известное выра-
жение экспоненциальной зависимости сигнала ба-
тометра от глубины водоема, затухания луча лазера 
и линейной зависимости от коэффициента объем-
ного рассеяния. 

Рассмотрен случай маршрутных измерений над 
водоемом, когда все эти три показателя оказыва-
ются зависимыми от геометрического показателя  
точки проведения измерений. Проанализированы 

оптимальные попарные соотношения этих показа-
телей при условии постоянства третьего показателя 
по маршруту. Показано, что полученные оптималь-
ные соотношения обеспечивают не максимум,  
а минимум соответствующих целевых функциона-
лов. Поэтому на практике следует избегать указан-
ных соотношений. 
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