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Как отмечено в целом ряде публикаций [1–3, 5, 6], 
применение беспроводной передачи электро- 
энергии на основе индуктивной трансмиссии 
приобретает все большее распространение в об-
ласти электротехники и силовой электроники,  
а также в сфере биомедицинского оборудования. 
Индуктивная трансмиссия предполагает приме-
нение катушек различной формы, в т.ч. квадрат-
ных и круглых. 

В связи с этим возникает настоятельная необ-
ходимость в определении ряда ключевых величин, 
к числу которых прежде всего следует отнести  
коэффициент взаимной индукции. Из-за близости 
индуктивно связанных катушек большое значение 
приобретает оценка их силового взаимодействия,  
в т.ч. без магнитопровода, и здесь будут даны вы-
ражения для электродинамических сил с учетом 
геометрии сопрягаемых катушек. 

Для цитирования: Цицикян Г.Н., Кунаев С.Н. Электродинамические силы между соосными плоскими катушками 
круговой формы. Труды Крыловского государственного научного центра. 2022; 4(402): 109–114. 
For citations: Tsitsikyan G.N., Kunaev S.N. Electrodynamic forces between flat circular coaxial coils. Transactions of the 
Krylov State Research Centre. 2022; 4(402): 109–114 (in Russian). 
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За основу принято выражение для взаимной 
индуктивности двух одинаковых плоских катушек 
круговой формы, записанное для конфигурации 
соосных плоских катушек круговой формы в [7]  
в виде выражения (7–36). Однако в силу предпола-
гаемой малости размеров r и x по сравнению со 
средним диаметром d круговых плоских катушек 
(рис. 1) в выражении для взаимной индукции (7–36) 
сохранены только члены с ρ2 и ξ2, где ρ = r/d  
и ξ = x/d. 

Это выражение с небольшим видоизменением 
записано как 

20 ф,
4

M w d
µ


 (1) 

где w – количество витков в сопрягаемых катушках, 
и предположено, что ρ = r/d ≤ 0,5 и ξ = x/d ≤ 1/3. 

Учитывая сказанное, 
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и в пренебрежении членами более высокого поряд-
ка малости при ограничении по ρ и по ξ. 

Заметим еще, что 

arctg arctg .
2

r x
x r

π
   (3) 

Тогда на основании (1–3) для электродинами-
ческой силы взаимодействия fx при токах в катуш-
ках i1 и i2 имеем: 
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После ряда преобразований fx можно записать 
в следующем виде: 
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Теперь при r → 0, w = 1 будем иметь: 
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Воспользуемся теперь выражением для взаим-
ной индуктивности двух витков, записанного как 

Рис. 1. Две сопрягаемые плоские катушки  
со средним диаметром d, шириной намотки r  
и расстоянием между плоскостями, равным x 
Fig. 1. Two interfaced flat coils with average diameter d, 
winding width r and inter-plane distance x 
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(5–17) в [7], и, учитывая члены с x/d не выше вто-
рой степени, будем иметь: 
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Определяя на основе (7) производную дM/дx, 
получим для силы f выражение (6). Тем самым про-
веряется и правильность выражения (5). Можно 
теперь оценить влияние конечной ширины r катуш-
ки, сопоставляя (5) и (6) без учета размерного ко-
эффициента μ0 i1 i2 и при w = 1. В этом случае по 
выражению (6), принимая x/d = 0,2, получаем сле-
дующий численный результат: 
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Теперь примем и отношение r/d равным 0,2. 
Тогда в соответствии с выражением (5) с учетом 1/4 
найдем, что численная оценка для выражения в квад-
ратных скобках (5), умноженная на 1/4, равна 
–1,8746. Полагая теперь, что x/d = 0,2, но r/d = 0,4, 
будем иметь оценку –1,4544. В таблице для трех 
значений r/d дана численная оценка безразмерного 
параметра, входящего в (5). 

Таким образом, с увеличением отношения r/d 
при x/d = 0,2 оценка имеет тенденцию к снижению. 
Следовательно, численные значения заметно разли-
чаются, если учитывать конечный размер r сопря-
гаемых конструкций плоских катушек. 

Следует заметить, что катушка с шириной 
намотки r и усредненным диаметром d испыты- 
вает растягивающие усилия, направленные вдоль 
радиусов из точки пересечения диаметров d с осе-
вой линией (рис. 2) [8]. 

При p = r/d ≤ 0,2 индуктивность L такой катуш-
ки можно записать в виде [8] 
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Полагая r/d = 0,2, будем иметь для этой силы 
2 2
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где w – число витков и i – ток в витке. 

Заметим еще, что при токах i1 и i2, изменяю-
щихся по синусоидальному закону как 12 sin( )I fω  

и 22 sin( ),I tω ϕ  и тем самым i1i2 =  
= I1I2[cosφ – cos(2ωt – φ)], средняя во времени сила 
взаимодействия будет определяться выражением 

2
0 1 2 cos

,
4

I I wµ ϕ
 умноженным на квадратную скоб-

ку в (5). 
Уместно здесь рассмотреть и строгое выраже-

ние для коэффициента взаимной индукции соосных 
витков, в т.ч. разных радиусов. 

Строгое выражение для взаимной индуктивно-
сти двух витков радиусами R1 и R2 известно и запи-
сано в виде [9] 
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( )Q g  – присоединенная сферическая функция 

Лежандра второго рода с полуцелым индексом, 
2 2 2
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1 22
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  и x – расстояние между плоско-

стями расположения двух контуров. 

Таблица. Численная оценка безразмерного  
параметра 
Table. Numerical estimate of the non-dimensional  
parameter 

r/d 0,2 0,3 0,4 

x/d = 0,2 –1,875 –1,652 –1,454 
 

Рис. 2. Плоская катушка с шириной намотки r  
с усредненным диаметром d 
Fig. 2. Flat coil with winding width r and average diameter d 
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Выражая R1 и R2 через d1 /2 и d2 /2, будем иметь 
для М: 
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Полагая теперь d1 = d2 = d, запишем в этом 
частном случае 
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Учитывая, что в [8] 1
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ные эллиптические интегралы K(k) и E(k), а именно 
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 Предположим, что 

x/d, как и в ранее разобранном примере, равно 0,2. 
Имеем 
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Тогда, вычисляя 1
2

( )Q g  через полные эллипти-

ческие интегралы K(k) и E(k) [8], получим: 
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и, следовательно, (9) равно 0 1,058.
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Теперь проведем сравнение с численным ре-
зультатом, вытекающим из выражения (7), при 
x/d = 0,2 имеем: 
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Эти оценки достаточно близки (1,058 и 0,986). 

Аналогично можно сопоставить выражения для 
электродинамической силы между двумя витками  
с токами i1 и i2 одинакового радиуса d/2 [9]. Тогда  
в соответствии с [9]: 
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и при k2 = 0,96 для численного значения F получим: 
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Можно теперь сопоставить этот результат  
с результатом, вытекающим в соответствии с (6),  
но при r = 0 и x/d = 0,2: 
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Данные оценки практически совпадают. 

Выводы 
Conclusions 

Дана оценка влияния конечного размера r сопрягае-
мых плоских дисковых катушек круговой формы 
(рис. 1) с током на величину электродинамических 
сил (выражения (5–6) с примерами расчетов). Записа-
ны строгие выражения для коэффициентов взаимной 
индуктивности и электродинамических сил одинако-
вых соосных контуров и проведены соответствующие 
сопоставления с известными приближениями. 

Оценки электродинамических сил для соосных 
контуров по строгому выражению (12) и прибли-
женному выражению (6) при x/d = 0,2 при про- 
текании токов в контурах практически совпадают,  
а оценки коэффициентов взаимной индукции при 
x/d = 0,2 достаточно близки. Пример применения 
системы бесконтактного заряда в морской технике 
описан в недавно опубликованной работе [10]. 
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