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ОПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУД НЕЛИНЕЙНОЙ КАЧКИ СУДНА 
НА ОСНОВАНИИ ТРЕХМЕРНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
Проблема оценки мореходности и обеспечения безопасности мореплавания в настоящее время является одной из ос-
новных и актуальных для российского судостроения. Для решения данной задачи необходим метод уточнения струк-
туры нелинейных гидродинамических сил, действующих на судно, и вызываемых ими амплитуд качки. Целью насто-
ящей работы является разработка и реализация метода расчета нелинейных сил и амплитуд качки судна второго по-
рядка на основании трехмерной потенциальной теории в бесконечно глубокой жидкости и на мелководье. В работе 
применяется панельный метод расчета потенциального движения тела, основанный на применении теоремы Грина. 
Данный подход, в совокупности с методом малого параметра, позволяет уточнить структуру сил и амплитуд за счет 
учета составляющих второго порядка малости. Представлены численный метод и программы для расчета нелинейных 
сил различных категорий и амплитудно-частотных характеристик качки. Проведена апробация расчетов каждой от-
дельной категории нелинейных сил с расчетами по двумерной теории как в бесконечно глубокой жидкости, так и на 
мелководье. Продемонстрировано, что каждая категория нелинейных сил в зонах супергармонических резонансов ос-
новных видов качки имеет равнозначный вклад. Приведено сравнение результатов амплитудно-частотных характери-
стик с экспериментальными данными. Проведены исследования влияния курсового угла и относительной глубины на 
нелинейные силы и амплитуды качки второго порядка для различных типов судов. Показано значительное влияние 
данных параметров. Полученные результаты говорят о корректности представленного метода и необходимости учета 
нелинейных сил и амплитуд качки для точной оценки мореходности и обеспечения безопасности мореплавания. 
Ключевые слова: качка, метод малого параметра, трехмерная потенциальная теория, функция Грина, нелиней-
ные силы. 
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ESTIMATION OF NON-LINEAR AMPLITUDES OF SHIP  
MOTIONS BASED ON THREE-DIMENSIONAL POTENTIAL 
THEORY 
Seaworthiness and safety of navigation is among the essential and topical problems of the Russian shipping industry. A method 
for refining the structure of non-linear hydrodynamic forces exciting amplitudes of ship motions is needed for addressing these 
issues. The purpose of this study is to develop and implement the method for estimation of non-linear forces and second order 
amplitudes of ship motions in infinitely deep and shallow water. A panel method is used for calculation of potential motion 
based on Green theorem. This approach together with the small parameter method enables refined estimations of force and am-
plitude patterns taking care of second order infinitesimal components. The numerical method and software are presented for 
calculating various categories of non-linear forces and ship responses. Estimations of each individual category of non-linear 
forces are verified by two-dimensional theory calculations for infinitely deep as well as shallow water conditions. 
It is demonstrated that each category of non-linear forces in the zones of superharmonic resonances of main ship motions 
types have similar contributions. The estimated amplitude-frequency responses are compared with experimental data. The 
effect of heading angles and relative depths on non-linear forces and second order amplitudes are investigated for various 
ship types. It is shown that the influence of these parameters is significant. The results confirm that the proposed method is 
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Введение 
Introduction 

Одна из главных проблем динамики морских объек-
тов связана с исследованием взаимодействия судна 
с окружающей средой в условиях сильного волне-
ния. Такое взаимодействие, как правило, является 
нелинейным: судно под действием гидродинамиче-
ских сил совершает полигармонические колебания. 
От корректного определения нелинейных сил в этой 
задаче зависят точность определения характеристик 
мореходности и оценка безопасности судна. 

Анализ существующих работ приводит к следу-
ющим проблемам: определение вторых производных 
в граничных условиях [5, 7]; интегрирование гра-
ничного условия на свободной поверхности [8, 9]; во 
всех работах приведено ограниченное число расче-
тов нелинейных сил, а результаты для различных 
судов и вовсе отсутствуют; также работы характер-
ны отсутствием исследований, посвященных влия-
нию относительной глубины и курсового угла. 

В связи с вышеизложенным, целями настоя-
щей работы являются: разработка программы, 
позволяющей напрямую определять потенциалы 
второго порядка; определение нелинейных сил 
различных категорий; определение амплитуд вто-
рого порядка качки; исследование изменения кур-
сового угла и глубины на амплитудно-частотной 
характеристике (АЧХ). 

Описание метода 
Method description  

Согласно методу малого параметра [1] потенциал 
скорости движения жидкости второго порядка 
может быть представлен в следующем виде: 
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Линеаризованное граничное условие для по-
тенциала второго порядка на смоченной поверхно-
сти судна в общем виде [2]: 
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Линеаризованное граничное условие для по-
тенциала второго порядка на свободной поверхно-
сти примет вид: 
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Подставляя разложение (1) в общие нелиней-
ные граничные условия на смоченной поверхности 
судна (2) и на свободной поверхности (3) и груп-
пируя составляющие относительно εi

2,εi,εj,ε7,εi,ε7
2, 

получим: 
В случае изолированных колебаний: 
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В случае взаимодействия различных видов ко-
лебаний граничные условия примут вид: 
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При взаимодействии отдельных видов колеба-
ний и волнения: 
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где Ф07
(1) =Ф0

(1) + Ф7
(1) – суммарный потенциал 

набегающего и дифрагированного волнения. 
Нелинейные граничные условия при взаимодей-

ствии набегающего и дифрагированного волнения: 
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В случае бесконечно глубокой жидкости – 
QB07 = 0, в случае жидкости ограниченной глуби-
ны – QB07 = –∂Ф0

(2)/∂n. 
Потенциал второго порядка набегающего вол-

нения: 
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Потенциалы Фii2
(2), имеющие место при изоли-

рованных колебаниях (6), определяются аналогично 
потенциалам первого порядка из системы инте-
гральных уравнений следующего вида: 
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Все остальные потенциалы определяются из 
следующей системы уравнений: 
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Если задача решается для бесконечно глубокой 
жидкости, функция Грина G(2) определяется следу-
ющей формулой: 

 

 
     

2

1

4
0 0

0

1 1

8 8 4 .
– 4

k z
v z

G
r r

ev J kR dk j ve J vR
k v

ζ
ζπ




  

 
 (13) 

Для жидкости ограниченной глубины: 
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Основные трудности решения задачи и опре-
деления потенциалов второго порядка возникают 
при определении вторых производных, входящих 
в граничные условия на смоченной и свободной 
поверхности. Прямое вычисление данных произ-
водных приводит к серьезным численным по-
грешностям. Однако благодаря использованию 
векторных преобразований, а также теоремы 
Стокса и теоремы Гаусса вычисления данных про-
изводных можно избежать [6]. Применение век-
торных преобразований и теоремы Стокса для 
вторых производных, входящих в граничное усло-
вие на смоченной поверхности, дает: 
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где 21– ,x y zs n n  2– 1– ,y x zs n n
  sz = 0. 

При этом ∇ξ означает, что производные от 
функции Грина должны браться по координатам 
ξ, η, ζ. 

Для обхода второй производной, входящей 
в граничное условие на свободной поверхности, 
согласно [6], можно получить: 
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В выражении (16) 
WL PC+
∫∫ берется по контуру ва-

терлинии судна и по контуру, ограничивающему 
свободную поверхность жидкости на достаточно 
большом удалении от судна. При этом нормали 
кповерхности, ограниченной ватерлинией и кон-
туром PC, должны быть внешними. 

Общие нелинейные силы и моменты, применяя 
метод малого параметра, можно представить сле-
дующим образом: 
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При расчете коэффициент демпфирования для 
бортовой качки определялся на основании эмпи-
рической формулы Авдеева – Анфимова [1]. 

Система дифференциальных уравнений качки 
с учетом найденных сил имеет вид: 
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Ее решение отыскивается в виде, аналогичном 
системе первого порядка, хорошо известной в ли-
нейной теории качки: 

      
      
      
      
      
      

2 22
0

22 2
0

2 22
0

2 22
0

22 2
0

22 2
0

sin 2 ;

sin 2 ;

sin 2 ;

sin 2 ;

sin 2 ;

sin 2 .

g kg

g kg

g kg

k

k

k

t

t

t

t

t

t

ξ

η

ζ

θ

ψ

χ

ξ ξ ω δ

η η ω δ

ζ ζ ω δ

θ θ ω δ

ψ ψ ω δ

χ χ ω δ

 

 

 

 

 

 

 (19) 

Суммарные амплитудно-частотные характери-
стики отдельных видов качки на основании теории 
нелинейных колебаний определяются с учетом ма-
лых параметров следующим образом: 
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Основные результаты 
Main results 

Все расчеты нелинейных сил и амплитуд проводи-
лись для 6 судов, основные характеристики кото-
рых приведены в табл. 1. 

Для валидации программ были выполнены рас-
четы нелинейных сил при различной протяженно-
сти свободной поверхности вправо и влево от суд-
на. Протяженность характеризуется параметром N, 
показывающим число панелей, приходящихся на 

Таблица 1. Основные характеристики судов 
Tabl. 1. Ship Main Data 

Тип /  
название  

судна 
L B T δ α h0 Q 

Лихтеровоз 
«Алексей 
Косыгин» 

232 32 10,6 0,57 0,82 3,99 970 

Танкер  
«Баскунчак» 74 12,0 4,65 0,71 0,8 1,06 816 

Балкер  
«Капитан 

Панфилов» 
134 20,6 9,4 0,78 0,88 1,45 766 

Лесовоз  
«Николай 
Новиков» 

140 21 8,68 0,74 0,83 2,31 998 

Сухогруз 
«Новгород» 138 20,6 9 0,68 0,79 1,00 952 

Танкер 310 47,2 18,9 0,85 0,9 5,78 942 

Здесь Q – количество панелей разбиения судна. 
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одно шпангоутное сечение в одну сторону от судна. 
Полученные результаты (рис. 1) показывают пол-
ное согласование расчетов между собой. Сеточная 
сходимость по свободной поверхности достигается 
уже при N = 1000. 

Также проводится апробация обхода вторых 
производных по теореме Стокса и Гаусса. Для этого 
вторые производные потенциала набегающего вол-
нения были вычислены аналитическим способом и с 
помощью обхода этих производных для граничного 
условия на смоченной поверхности и для граничного 
условия на свободной поверхности (рис. 2). При 

этом вычисление производных функций Грина про-
изводилось по координатам x, y, z и ξ, η, ζ. Доказано, 
что результаты при использовании теорем Стокса 
и Гаусса совпадают с аналитическим решением 
только в том случае если производные функций 
Грина брать по координатам ξ, η, ζ. 

Расчеты нелинейных сил всех четырех категорий, 
полученных по трехмерным методам, сопоставлялись 
с результатами, выполненными по двумерным теори-
ям [2, 3]. Характерные результаты приведены на 
рис. 3. Все нелинейные силы приведены на графиках 
в отношении к квадрату полувысоты волны. 

Рис. 1. Значения нелинейных сил и моментов при различном верхнем пределе интеграла по свободной 
поверхности: а) 𝑀𝑀𝑋𝑋47

(2)  для сухогруза «Новгород»; б) 𝐹𝐹𝑍𝑍77𝐼𝐼
(2)  для лихтеровоза «Алексей Косыгин» 

Fig. 1. Values of non-linear forces and moments at different upper limits of free-surface integral: а) 𝑀𝑀𝑋𝑋47
(2)  for dry-cargo ship  

Novgorod; б) 𝐹𝐹𝑍𝑍77𝐼𝐼
(2)  for LASH carrier Aleksey Kosygin 

а)                                                                                                      б) 

Рис. 2. Результаты для балкера «Капитан Панфилов»: а) сравнение обхода для 𝐹𝐹𝑌𝑌20
(2) по теореме Стокса; 

б) обход второй производной по теореме Гаусса 
Fig. 2. Results for bulker Kapitan Panfilov: а) comparison of rotation for 𝐹𝐹𝑌𝑌20

(2) as per Stokes theorem; б) rotation of second deriv-
ative as per Gauss theorem 
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Из приведенных сравнений наблюдается прак-
тически полное согласование результатов, полу-
ченных по различным теориям. 

В выполненной работе проводится оценка 
влияния различных категорий нелинейных сил на 
суммарные силы, при этом рассматривался случай 
расположения судна лагом. Сравнение результа-
тов отдельных составляющих нелинейных сил 
в сравнении с суммарными приведены на рис. 4 
(см. вклейку). 

Из приведенных результатов видно, что в об-
ласти частот ω < 1,0 отдельные категории нели-
нейных сил и моментов имеют равнозначное вли-
яние. При этом влияние одной и той же силы мо-
жет по-разному проявляться для разных судов. 
В области частот ω > 1,0 очевидно превалирую-

щее влияние нелинейных сил и моментов, обу-
словленных дифракцией. Поскольку нелинейные 
силы второго порядка вызывают наибольшие ам-
плитуды качки именно в зоне частот ω < 1,0, оче-
видно, что необходимо учитывать все их состав-
ляющие. 

Расчеты амплитуд вторых гармоник качки про-
водились на основании решения системы диффе-
ренциальных уравнений (18) для различных типов 
судов, характеристики которых представлены 
в табл. 1. Амплитуды второго порядка приведены 

в следующем виде [4]: 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2, , .
2 2 4w w w

B B B
a a a
η ζ θ

 

В целях апробации расчеты амплитуд попереч-
ной качки по программе, использующей функцию 

Рис. 3. Нелинейные силы: а) 𝐹𝐹𝑍𝑍33
(2) для сухогруза «Новгород»; б) 𝑀𝑀𝑋𝑋77

(2)  для сухогруза «Новгород»;  
в) 𝐹𝐹𝑌𝑌47

(2) для танкера «Баскунчак»; г) 𝑀𝑀𝑋𝑋34
(2)  для балкера «Капитан Панфилов» 

Fig. 3. Non-linear forces: а) 𝐹𝐹𝑍𝑍33
(2) for dry-cargo ship Novgorod; б) 𝑀𝑀𝑋𝑋77

(2)  for dry-cargo ship Novgorod; в) 𝐹𝐹𝑌𝑌47
(2) for tanker 

Baskunchak; г) 𝑀𝑀𝑋𝑋34
(2)  for bulker Kapitan Panfilov 

а)                                                                                                      б) 

в)                                                                                                      г) 
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Грина для бесконечно глубокой жидкости, были со-
поставлены с экспериментом и расчетом Ю. Кёзуки 
(Y. Kyozuka) [4] для цилиндрического отсека, име-
ющего в поперечном сечении U-образную форму. 
Основные характеристики отсека: L = 0,6 м, 
B = 0,2 м, T = 0,08 м, δ = 0,95, α = 1,0, h0 = 0,8 м. 
Сравнение амплитуд второго порядка приведено  
на рис. 5 (см. вклейку) в зависимости от безразмер-

ного волнового числа 
2

.
2
B

g
ω  

Амплитуды вторых гармоник поперечно-
горизонтальной качки, полученных на основании 
разработанной программы, лучшим образом совпа-
дают с экспериментом в области безразмерных ча-

стот  0,5 < 
2

2
B

g
ω  < 1,0, чем расчеты Ю. Кёзуки 

(рис. 5а см. вклейку). В случае вертикальной качки 
результаты расчетов по трехмерной теории значи-
тельно ближе к экспериментальным данным, чем 

расчеты Ю. Кёзуки. В зоне частот 1,0 < 
2

2
B

g
ω  < 1,5 

расчеты, полученные автором, и вовсе совпадают с 
экспериментом. 

В случае бортовой качки разброс экспери-
ментальных значений достаточно высок. Тем не 
менее результаты расчетов, полученных по трех-
мерной теории, хорошо совпадают с расчетами 

Ю. Кёзуки в зоне частот 0,25 < 
2

2
B

g
ω  < 2 (рис. 5в 

см. вклейку). 
Далее, расчеты амплитуд второго порядка, по-

лученные при использовании разработанных про-
грамм для бесконечно глубокой жидкости и жид-
кости ограниченной глубины (при H/T → ∞), были 
сопоставлены с аналогичными расчетами по дву-
мерной теории и с расчетами по комбинированно-
му методу, использующему конформное отобра-
жение шпангоутов и теорию функций комплекс-
ных переменных. Сравнения расчетов амплитуд 
вторых гармоник поперечно-горизонтальной кач-
ки, вертикальной качки и бортовой представлены 
на рис. 6 (см. вклейку). 

Анализ полученных результатов сравнений для 
различных типов судов показал хорошее согласо-
вание расчетов при использовании разработанных 
трехмерных методов с различными двумерными 
методами для бортовой и вертикальной качки 
в зонах супергармонических резонансных режимов 

и для поперечно-горизонтальной качки в зоне ча-
стот ω < 1,2. 

В целях оценки влияния нелинейных сил второ-
го порядка на амплитуды были рассчитаны сум-
марные АЧХ по формулам (20). Некоторые из них 
приведены на рис. 7 (см. вклейку) в сравнении 
с АЧХ первого порядка, найденного в рамках ли-
нейной теории. Результаты приведены на основа-
нии расчетов, реализуемых по программе для бес-
конечно глубокой жидкости. 

Из приведенных результатов видно, что для по-
перечно-горизонтальной качки влияние нелинейных 
факторов проявляется в зоне частот ω < 0,5 и для 
различных типов судов может составлять от 10 до 
25 %. В случае вертикальной и бортовой качки влия-
ние нелинейных сил сосредоточено в зонах супер-
гармонических резонансных режимов и составляет 
для вертикальной качки от 20 для 50 %, для борто-
вой – от 20 до 100 %. 

На рис. 8 (см. вклейку) приведены результаты 
расчетов амплитуд вторых гармоник поперечно-
горизонтальной, вертикальной и бортовой качки 
для различных относительных глубин. 

В случае поперечно-горизонтальной качки 
влияние изменения H/T проявляется в зоне частот 
ω < 0,7. При этом уменьшение H/T приводит 
к значительному увеличению амплитуд вторых 
гармоник, особенно в зоне частот ω < 0,3. В слу-
чае вертикальной и бортовой качки влияние из-
менения относительной глубины имеет место 
в зонах супергармонических резонансов. Здесь 
наблюдается значительное увеличение амплитуд 
вторых гармоник при уменьшении H/T. Особенно 
резкий рост отмечается при H/T = 1,2. 

При расчете суммарных амплитудно-
частотных характеристик на мелководье было 
выявлено, что влияние нелинейных факторов 
в случае бортовой и вертикальной качки может 
превышать 70 %. 

Были проведены систематические расчеты 
качки второго порядка различных типов судов 
с целью исследования влияния на амплитуды ее 
вторых гармоник курсового угла. Влияние курсо-
вого угла исследовалось как в бесконечно глубо-
кой жидкости, так и на мелководье. На рис. 9 (см. 
вклейку) представлены результаты расчетов вли-
яния курсового угла на амплитуды качки при 
H/T = 1,5. 

Анализ результатов, проведенный для различ-
ных судов и разных относительных глубин, пока-
зал, что зависимости амплитуд вторых гармоник 
продольно-горизонтальной качки, поперечно-
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горизонтальной, бортовой, вертикальной и рыска-
нья от курсового угла на мелководье полностью 
совпадают с зависимостями бесконечно глубокой 
жидкости. 

Проведенные исследования показали, что 
максимальные амплитуды поперечно-горизон-
тальной, вертикальной и бортовой качки имеют 
место при расположении судна лагом, продоль-
но-горизонтальной и килевой – на встречном 
волнении, рысканья – в большинстве случаев на 
косом волнении. 

Заключение 
Conclusion 

Разработаны модернизированные численные ме-
тоды и программы расчета нелинейных сил, поз-
воляющие определять потенциалы второго поряд-
ка для случаев бесконечно глубокой жидкости и 
мелководья; проведена апробация сеточной схо-
димости; проведена апробация обхода вычисления 
вторых производных потенциалов с помощью тео-
рем Гаусса и Стокса; проведены расчеты и иссле-
дования различных категорий нелинейных сил, 
действующих на судно; выполнено сравнение рас-
четов АЧХ поперечной качки с результатами экс-
перимента и с результатами расчетов по двумер-
ной теории; показано максимальное действие не-
линейных сил в зоне супергармонических резо-
нансных режимов вертикальной, килевой и борто-
вой качки; проведены исследования и системати-
ческие расчеты амплитуд вторых гармоник раз-
личных видов качки при изменении курсовых уг-
лов, скоростей хода и относительных глубин. По-
казано значительное влияние данных параметров 
на величину амплитуд. 
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