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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  
ДИНАМИКИ ТЕПЛООБМЕННЫХ АППАРАТОВ 
Объект и цель научной работы. Объектом исследования является математическая модель теплового состо-
яния текущего в трубных системах теплоносителя. Цель работы – построение аналитического решения нестационар-
ных уравнений теплообмена в трубных системах судовых энергетических установок (СЭУ). 
Материалы и методы. Для достижения поставленной цели использовалась методология решения обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. В каче-
стве основного метода решения рассматриваемых математических моделей выбран метод интегральных преобразова-
ний Лапласа – Карсона. 
Основные результаты. Получены аналитические решения нестационарных уравнений тепловых процессов  
в трубных системах теплообменного оборудования СЭУ в одномерном приближении и предположении постоянства 
термодинамических параметров и скорости движения теплоносителя в трубных системах в рассматриваемый проме-
жуток времени. В общем виде эти решения записываются в квадратурах и элементарных функциях. 
Заключение. Результаты могут быть использованы в следующих случаях: 
 непосредственно при расчете температурных полей в теплообменных аппаратах; 
 при оценке погрешности использования приближенных методов решения подобных систем путем сравнения при-

ближенных и точных решений; 
 при построении численных алгоритмов решения исходных систем с параметрами, зависящими от времени и коор-

динаты. 
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ANALYTICAL SOLUTIONS OF HEAT-EXCHANGER  
DYMAMICS EQUATIONS  
Object and purpose of research. The object of this study is the mathematical thermal state model of coolant flow-
ing in pipeline systems. The purpose is to develop analytical solutions of transient heat exchange equations for pipeline systems 
of ship power plants (SPP). 
Materials and methods. For this purpose the methods for solving ordinary differential equations and first-order partial 
differential equations are applied. Laplace – Carson integral transform is chosen as the main method for solving the mathemati-
cal models under consideration. 
Main results. Analytical solutions of transient equations were obtained for heat processes in SPP pipeline systems in one-
dimensional approximation, assuming that the thermodynamic parameters and coolant flow velocity in pipeline systems are 
constant in a given time interval. In a general form these solutions are written in quadratures and elementary functions.  
Conclusion. The results can be useful in the following cases: 
 direct calculation of temperature fields in heat exchangers; 
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 error estimation for approximate methods applied to solve similar systems by comparing exact and approximate solutions; 
 development of numerical solution algorithms for initial systems with time and coordinate dependent parameters. 
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1. Постановка задачи 
1. Problem statement 

1.1. В работе представлены результаты изучения 
вопроса возможности построения аналитических 
решений нестационарных уравнений теплообмена  
в трубках теплообменных аппаратов судовых энерге-
тических установок. 

Вывод общего дифференциального уравнения 
распространения тепла в любой вещественной  
среде основан на применении закона сохранения  
и превращения энергии, который для тепловых 
процессов выражается в виде первого начала тер-
модинамики. В векторной форме это уравнение 
имеет вид [1, 2]: 

( ) v v
DP Dvdiv grad q L P
dt dt

λ θ ρ         

2

2 .

WDDi
dt dt

ρ ρ     (1) 

Здесь: D – символ субстанциональной производной; 
λ, Вт/(м·град) – коэффициент теплопроводности;  
θ, град – температура; qv, Вт/м3 – интенсивность 
внутренних источников тепла; Lv, Вт/м3 – работа, 
совершаемая внешними силами над единицей объема 
среды за единицу времени; P, Н/м2 – давление;  
ρ, кг/м3 – плотность; v = 1/ρ, м3/кг – удельный  
объем; cp, Дж/(кг·град) – удельная теплоемкость 
при постоянном давлении; i, Дж/кг – энтальпия;  
W, м/с – скорость; t, с – время. 

В настоящей работе рассматривается тепловое 
состояние однофазных несжимаемых рабочих сред 
(теплоносителей), движущихся в трубных системах 
различных теплообменных аппаратов. 

На рис. 1 представлено изображение модели 
изучаемого основного конструктивного элемента 
теплообменного оборудования – трубки. 

Одномерная математическая модель теплового 
состояния движущегося теплоносителя и стенки 
трубки в этом элементе описывается дифферен- 
циальными уравнениями в частных производных 
первого порядка, получаемых из уравнения (1) при 
следующих допущениях: 
 в каждый момент времени температура тепло-

носителя постоянна в любом поперечном сече-
нии трубопровода и изменяется только вдоль 
его продольной координаты x; 

 расход теплоносителя постоянен и его параметры, 
в т.ч. скорость, давление, плотность и тепло- 
емкость, не зависят от температуры и постоянны  
в течение рассматриваемого промежутка времени; 

 материал стенки трубки имеет нулевое значе-
ние коэффициента теплопроводности в направ-
лении течения теплоносителя; 

 для тонкостенных трубок коэффициент тепло-
проводности в поперечном сечении стремится 
в бесконечность; 

 в материале трубки или в теплоносителе может 
выделяться (или поглощаться) энергия от внут-
ренних источников тепла; 

 величина тепловой энергии, передаваемой от 
теплоносителя к стенке трубки и от стенки 
трубки в окружающую среду, пропорциональ- 
на постоянному коэффициенту теплопередачи, 
помноженному на разность температур тепло-
обменивающих сред. 
Учет этих допущений позволяет записать мате-

матическую модель нестационарного изменения 
температуры теплоносителя и материала трубки 
в следующем виде: 

1 1
1 1 1 м 1

м
2 1 м 3 м 2

( )
.

( ) ( )

д дW l q
дt дx

д l l q
дt

θ θ
θ θ

θ
θ θ θ ϑ


       


       


 (2) 

Начальные и граничные условия: 
θ1(x, 0) = F1(x);  θм (x, 0) = F2(x);   
θ1(0, t) = Φ1(t);  θм (0, t) = Φ2(t); 
ϑ(x, t) – температура окружающей среды, заданная 
функция, зависящая в общем случае от x и t. 

Рис. 1. Течение теплоносителя в трубке 
Fig. 1. Coolant flow in pipe 
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Здесь: L – длина теплообменной поверхности, м;  
x – продольная координата, м; t – время, с; θ1, θм – 
температура теплоносителя и металла трубки, град; 

W1 – скорость движения, м∙с–1; ,
( )

i i
i

P i

П
l

s c
α

ρ



 

 с–1; 

αi – коэффициент теплоотдачи, Дж/(м2∙с∙град); 
iPc  – 

теплоемкость среды, Дж/(кг·град); ρi – плотность 
среды, кг/м3; si – площадь поперечного сечения 
среды, м2; Πi – периметр теплообмена, м; 

,
( )

i
i

P i

Q
q

s cρ


 
 град∙с–1; Qi – мощность внутренних 

источников тепла, отнесенная к длине трубки (вы-
деление или поглощение), Вт/м. 

При исследовании динамики СЭУ система 
уравнений (2) используется при описании различ-
ного теплообменного оборудования [3–5], в т.ч. 
котельных агрегатов, ядерных реакторов, парогене-
раторов, конденсаторов, регенераторных установок, 
многослойных теплообменников, трубопроводов. 
Учет внутренних источников тепла позволяет ана-
лизировать тепловое состояние в теплоносителях  
и материалах трубных систем химических, электро-
химических, ядерных и других устройств, в которых 
возможно выделение или поглощение тепла. 

Решение математических моделей (2) осуществ-
ляется путем применения приближенных численных 
методов, оценить погрешность которых, особенно 
при рассмотрении резких изменений параметров, 
обычно не представляется возможным. Поэтому по-
лучение точных аналитических решений основных 
уравнений постоянно остается актуальной задачей, 
т.к. позволяет определять корректность применения 
приближенных способов их решения. 

Целью настоящей работы является изучение 
вопроса возможности построения аналитического 
решения нестационарных уравнений теплообмена 
вида (2) динамических режимов работы СЭУ. 

 
1.2. Методологически поставленная цель дости-

галась следующим образом. 
На первом этапе изучалась возможность по-

строения аналитических решений для стационарной 
задачи. Точное решение этих уравнений, помимо 
самостоятельного интереса, позволяет дополни-
тельно подтверждать справедливость получаемых 
аналитических решений нестационарных задач, для 
которых предельный переход при t → ∞ должен 
совпадать со стационарными решениями. 

Второй этап посвящен рассмотрению неста- 
ционарных уравнений математического описания 

одной трубки. Представлено общее решение урав-
нения в частных производных одного уравнения 
для теплоносителя в квадратурах. На этом этапе 
использовались общие методы решения диффе-
ренциальных уравнений с частными производны-
ми первого порядка и постоянными коэффициен-
тами [6, 7], а также операционный метод Лапласа – 
Карсона [8, 9]. 

2. Стационарная задача 
2. Steady-state problem 

Стационарная система уравнений имеет следую-
щий вид: 

1 1
1 1 1 м 1

2 1 м 3 м 2

( )
,

( ) ( ) 0

д дW l q
дt дx

l l q

θ θ
θ θ

θ θ θ ϑ


       

       

 (3) 

θ1(x, 0) = F1(x);  θм (x, 0) = F2(x);   

θ1(0, 0) = Φ1(0);  θм (0, t) = Φ2(0). 

Подставляя значение 

32
м 1 2

2 3 2 3 2 3

1
( ) ( ) ( )

ll q
l l l l l l

θ θ ϑ     
  

 

из первого уравнения во второе, получим: 

1 31
1

1 2 3( )
l ld

dx W l l
θ

θ
       

 

31 1
2 1

1 2 3 1 2 3 1

1 1 .
( ) ( )

ll l q q
W l l W l l W

ϑ       
 

 

Решение задачи Коши для этого уравнения за-
писывается в виде: 

1 3
1

1 2 3
exp

( )
l l

x
W l l

θ
      

   
 

1 3
1

1 2 3
Ф (0) exp

( )
l l

x
W l l

           
  

31 1
2 1

1 2 3 1 2 3 1

1 1 ,
( ) ( )

ll l q q dx
W l l W l l W

ϑ
 
             

 (4) 

32
м 1 2

2 3 2 3 2 3

1 .
( ) ( ) ( )

ll q
l l l l l l

θ θ ϑ     
  

 (5) 
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2.1. Стационарное уравнение теплоносителя 
при заданной температуре металла трубки ϑ1(x, t) 
имеет вид: 

1
1 1 1 1 1( ( , 0)) ( , 0).

dW l x q x
dx
θ

θ ϑ       (6) 

Аналитическое решение этого уравнения в квад-
ратурах записывается так: 

1 1exp{ }a xθ      

 1 1 1 1 1exp{ } ( , 0) ( , 0) .C a x a x b q x dxϑ          (7) 

Для задачи Коши θ1 (x = 0) = Φ1 (0, 0) = C. 

3. Нестационарная задача 
3. Transient problem 

3.1. Математическая модель трубки при заданной 
температуре ϑ1. 

Нестационарное уравнение: 

1 1
1 1 1 1 1( ) ;

д дW l q
дt дx
θ θ

θ ϑ        

1 1( , );x tϑ ϑ  1 1( , ),q q x t  

θ1 (x, 0) = F1 (x); θ1 (0, t) = Φ1 (t) – начальное и гра-
ничное условия. 

Решение строится посредством применения 
операционного метода Лапласа – Карсона, перево-
дящего исходную функцию f(t) из области оригина-
лов в область изображений по формуле [8]: 

0
( ) exp[ ] ( ).p f t p t dt f p

      

Обратное преобразование осуществляется по 
формуле: 

1 ( )( ) exp{ } .
2

c i
c i

f pf t p t dp
i pπ

 

 
   

    

Переход из области оригиналов в область изоб-
ражений и обратно записывается в настоящем тексте 
с использованием символа :  f(t) f̅(p). Черточка 
сверху функции означает ее принадлежность обла-
сти изображений по Лапласу – Карсону. 

Уравнение (8) в области оригиналов имеет вид: 

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) 1 ;
d l p p F x l q
dx W W W W
θ

θ ϑ
 

        

1 1(0, ) Ф ( ).t pθ   

Решение задачи Коши в области изображений 
представляется так: 

1
1 1

1

( )
exp Ф ( )

l p x p
W

θ
        

   
 

1 1 1 1 1

1 1 1

( ) ( )
exp .

l p p F x l qx dx
W W W

ϑ                     
  (9) 

Обозначим: 

1
1

1

( )
( , ) exp Ф ( ),

l pM x p x p
W

      
  

 

1

1

1 1 1 1 1

1 1 1

( )
( , ) exp

( ) ( )
exp ,

l pN x p x
W

l p p F x l qx dx
W W W

ϑ

      
  

                   


 

тогда 

1 ( , ) ( , ).M x p N x pθ    (10) 

При определении оригинала первого члена 
выражения (10) воспользуемся следующим соот-
ношением [9]: 

0 при
exp{ } ( ) .

( ) при
t

a p f p
f t t

α
α α

    
 

 

Тогда: 

11

1
1

1 1

0 при

( , ) exp .
Ф при

xt
WlM x t x

W x xt t
W W




                    

 (11) 

Найти обратное преобразование для N̅(x, p) 
окажется возможным только при заданных анали-
тических выражениях функций F1 (x), ϑ1 (x, t)  
и q1 (x, t). Вместе с тем, если эти функции не зави-
сят от x, т.е.: F1 (x) = const, ϑ1 (x, t) = ϑ1 (t) или const, 
q1 (x, t) = q1 (t) или const, то N̅(x, p) может быть пре-
образована в вид: 

1 1 1
1

1 1

( ) ( )
( , ) .

( ) ( )
l p q ppN x p F

l p l p
ϑ 

  
 

 (12) 

Для отыскания в этом случае оригинала  
для N(x, p) использовались следующие фор- 

(8) 
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мулы обратного преобразования Лапласа – Кар-
сона [9]: 
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dt
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Если ϑ1 и q1 постоянные величины, то: 

1 1( , ) exp{ }N x p l t F      

1
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ϑ
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3.2. Задано дифференциальное уравнение изме-
нения температуры материала трубки θм. 

В области изображений уравнения (2) записы-
ваются так: 
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Решение задачи Коши имеет вид: 
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Обозначим: 
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Если S̅(x, p) не зависит от x, то 
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Вид оригинала выражения 

1( , ) ( , )
( , )

R x p S x p dx
R x p

   

может быть определен при задании функций, вхо-
дящих в S̅(x, p). Если S̅(x, p) не зависит от x, то 
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Заключение 
Conclusion 

В работе представлено решение нестационарных 
уравнений изменения температуры теплоносителя  
в трубных системах теплообменных аппаратов судо-
вых энергетических установок в конечном виде или 
в квадратурах (в виде интегральных соотношений). 
Результаты могут быть использованы в следующих 
случаях: 
 непосредственно при расчете температурных 

полей в теплообменных аппаратах; 
 при оценке погрешности использования прибли-

женных методов решения подобных систем путем 
сравнения приближенных и точных решений; 

 при построении численных алгоритмов реше-
ния исходных систем с параметрами, завися-
щими от времени и координаты. 
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